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地 球 物理 勘查 系列 课程 是 地 球 物理 学 专业 和 应 用 地 球 物理 专业 的 主干 专业 课程 ， 也 是 新 
调整 后 的 地 矿 类 工科 本 科 专 业 的 主要 专业 基础 课 之 一 。 

自 20 世纪 50 年 代 初 到 90 年 代 末 ,我 国 的 应 用 地 球 物理 专业 课 的 课程 体系 基本 上 与 前 苏 
联 类 似 ， 专 业 课 程 主要 按 重 力 、 磁 法 、 电 法 、 地 震 和 测 井 五 门 课 分 别 讲 授 ， 学 科 和 专业 分 得 
较 细 ， 教 学 内 容 较 窑 。 结 果 培 养 的 科研 人 员 越 来 越 专 ， 这 对 促进 科技 快速 纵向 发 展 起 到 了 积 
极 作 用 ， 但 不 利于 学 科 交叉 和 学 科 综 合 的 发 展 。 另 外 ， 重 力 、 磁 法 、 电 法 、 地 震 、 测 井 五 门 
课程 内 容 之 间 也 存在 着 某 些 重复 。 随 着 科学 技术 的 发 展 , 专业 课 的 教学 内 容 也 需 进 一 步 更 新 。 

随 着 我 国 由 计划 经 济 逐 渐 向 市 场 经济 过 渡 ， 国 内 应 用 地 球 物理 专业 为 适应 市 场 经 济 的 需 
要 ， 都 在 积极 地 进行 拓宽 专业 、 加 强 基础 和 增强 适应 性 的 教学 改革 和 研究 。 长 期 以 来 ， 中 国 
地 质 大 学 (武汉 ) 地 球 物 理 系 应 用 地 球 物 理 专 业 的 教学 人 员 为 了 适应 国民 经 济 发 展 的 需要 , 坚 
持 教学 改革 , 在 不 同 的 历史 时 期 ,进行 了 教学 思想 、 内 容 和 方法 的 改革 ,课程 结构 有 所 变化 ， 
教学 内 容 有 所 更 新 。 这 些 改革 促进 了 师资 队伍 的 建设 ， 为 深入 教学 改革 打下 了 基础 。 经 过 广 
泛 调 研 和 充分 地 讨论 ， 我 们 认为 以 系列 课 的 建设 来 优化 地 球 物理 专业 课程 体系 和 教学 内 容 是 
比较 好 的 ， 并 以 教学 立项 促进 教材 建设 ， 以 张 胜 业 为 负责 人 的 “应 用 地 球 物理 系列 课程 建 
设 " 教 学 研究 项 目 已 列 和 人 1997 年 湖北 省 教委 的 研究 项 目 和 中 国 地 质 大 学 重点 教学 改革 研究 项 
目 。 

所 谓 系列 课程 的 建设 ， 是 指 的 了 全 尝 插 苇 授 革 人 六 而 相对 完整 的 知识 或 比较 全 面 训练 学 
生 某 一 方面 的 能 力 , 而 把 教学 内 容 密切 相关 . 相互 之 间 有 必然 联系 的 若干 门 课程 组 织 在 一 起 ， 
从 总 体 上 确定 每 一 门 课 程 的 教学 目标 、 教 学 内 容 和 教学 方法 。 

应 用 地 球 物理 系列 课程 建设 的 指导 思想 是 : 四 系统 地 向 学 生 传授 应 用 地 球 物理 的 基础 知 
识 ， 使 学 生 知识 面 较 宽 、 专 业 基 础 扎实 、 适 应 性 较 强 ; 加 优化 课程 体系 和 教学 内 容 ， 避 免 不 
必要 的 重复 ， 提 高 学 生 的 学 习 效 率 ， 减 轻 学 生 的 学 习 负担 ; @@ 加 强 各 学 科 综合 和 交叉 ， 发 挥 
学 生 潜能 、 特 长 和 创造 性 思维 。 

应 用 地 球 物理 专业 课 的 系列 课程 建设 可 分 为 纵向 和 横向 两 种 ， 这 套 教 材 为 纵向 系列 课程 
教材 。 建 立 纵向 系列 课程 的 目的 ， 就 是 将 重力 、 磁 法 、 电 法 、 地 震 、 测 井 五 门 课 中 带 有 基础 
和 共性 的 内 容 有 机 地 结合 在 一 起 ， 避 免 不 必 要 的 重复 ， 加 强 基础 、 综 合 和 交叉 ， 提 高 学 生 的 
学 习 效率 ， 拓 宽 学 生 的 专业 知识 面 ， 使 学 生 能 系统 地 掌握 应 用 地 球 物理 的 专业 基础 知识 ， 具 
有 一 定 的 综合 解决 实际 问题 的 能 力 。 

纵向 系列 课 的 课程 设置 ， 按 地 球 物理 勘查 原理 〈60 学 时 )、 地 球 物理 资料 的 采集 与 处 理 
(50 学 时 )、 地 球 物理 反 演 基本 理论 与 应 用 方法 〈40 学时) 和 地 球 物理 方法 的 综合 应 用 与 解释 
(50 学 时 )， 从 纵向 上 分 为 四 门 专业 系列 课程 ， 建 立 一 套 面 向 21 世纪 的 新 的 专业 课程 体系 。 

四 本 系列 课程 教材 的 编写 工作 分 工 如 下 

第 一 篇 ”地 球 物理 勘查 原理 张 胜 业 (主编 ) 

第 二 篇 ”地 球 物理 资料 的 采集 与 处 理 。“ 刘 天 佑 (主编 ) 

第 三 篇 ”地 球 物理 反 演 基本 理论 与 应 用 方法 姚 ” 姚 (主编 ) 
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第 四 篇 ”地 球 物理 方法 的 综合 应 用 与 解释 李 大 心 (主编 ) 

第 三 篇 (本 书 ) 地 球 物 理 反 演 基 本 理论 与 应 用 方法 共 分 七 章 ， 参 加 编写 工作 的 有 姚 姚 教 
授 (第 四 章 、 第 七 章 )、 昌 颜 君 讲师 〈 第 六 章 ) 和 陈 超 副教授 (第 一 、 二 、 三 、 五 章 )， 全 书 
由 姚 姚 统 编 。 本 教材 由 地 球 物理 系 组 织 编写 。 编 写 、 出 版 过 程 中 得 到 了 中 国 地 质 大 学 ( 武 
汉 ) 校 领导 、 教务 处 以 及 中 国 地 质 大 学 出 版 社 的 大 力 支 持 , 绘图 室 文 丽 丽 参加 了 绘图 工作 , 在 

由 于 这 套 教材 是 第 一 次 按 新 的 课程 体系 编写 ， 受 条 件 、 时 间 和 水 平 的 限制 ， 在 新 教材 里 
难免 会 有 不 妥 或 错误 的 地 方 ， 欢 迎 读者 批评 指正 。 


编 者 
2000 年 12 月 
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作为 地 球 物 理学 科 的 一 个 组 成 部 分 ， 地 球 物理 反 演 理论 的 许多 思想 ， 不 仅 能 用 于 解决 地 
球 物理 问题 ， 而 且 能 用 于 解决 其 他 领域 〈 如 气象 预报 、 经 济 预 测 等 ) 中 的 问题 ， 具 有 广泛 的 
适用 性 。 因 此 ， 对 地 球 物理 反 演 理论 的 学 习 ， 具 有 重要 的 实际 意义 。 

地 球 物理 反 演 理论 和 方法 发 展 至 今 ， 凝 聚 了 历代 科学 家 和 实践 者 的 智慧 ， 已 成 为 今天 人 
们 用 于 揭示 地 球 这 个 人 类 身边 最 大 自然 物体 之 奥秘 的 有 效 工具 。 人 类 探索 自然 的 欲望 是 永 无 
止境 的 。 地 球 物理 反 演 理论 及 方法 自 电 子 计算 机 问世 以 来 ， 如 同 添 翼 加 翅 ， 得 到 了 迅猛 的 发 
展 。 许多 过 去 难以 实现 的 复杂 计算 , 现在 已 能 迅速 而 准确 地 完成 。 当 今 的 反 演 理论 涉及 面 广 ， 
建立 于 不 同 数学 理论 基础 上 的 反 演 方法 层出不穷 ， 本 书 不 打算 作 全 面 的 概括 。 我 们 的 主要 目 
的 是 结合 应 用 地 球 物 理 方法 原理 的 教学 ， 引 入 地 球 物 理 反 演 理论 的 基本 概念 ， 着 重 介 绍 应 用 
方法 ， 便 于 读者 理解 ， 并 领会 如 何 应 用 它 解 决 实际 问题 。 

全 书 共 分 七 章 。 第 一 章 论述 了 反 演 理论 及 其 相关 问题 的 一 般 性 概念 ， 以 及 彼此 之 间 的 相 
互 关系 。 第 二 章 介 绍 了 线性 反 演 的 基本 理论 及 方法 ， 特 别 着 重 讨论 目前 最 为 常用 的 离散 线性 
反 演 方法 。 第 三 章 叙 述 了 非 线性 反 演 的 线性 化 方法 。 它 们 在 目前 的 地 球 物理 反 演 中 十 分 实用 。 
为 了 使 读者 全 面 地 了 解 反 演 问题 ， 在 第 四 章 中 简明 地 介绍 了 非 线性 反 演 的 有 关 问 题 和 常用 的 
方法 。 第 五 、 六 、 七 章 分 别 综述 了 位 场 勘探 、 电 法 勘探 和 地 震 勘 探 中 的 反 演 问题 。 


和 当地 信 网 论坛 
pS BBS.3SO0I1. COM 


顶级 的 地 质 论 坛 http://bbs.3s001.com/ 


地 信 网 论坛 


BBS.3SO01.COMN 


第 一 章 地球 物 理 反 演 问 题 的 一 般 理 论 pp (]) 
31.1 反 演 问题 的 一 般 概 食 ee (]) 
31.2 地 球 物理 中 的 反 演 问题 ees er eb (5) 

cs oo 
$2.1 pe et ein (14) 
思考 是 与 习题 oo or 《0) 

.2 et TT 3) 

3 3.3 最 速 下 降 法 … he 地 从 对， nn (55) 

§ 3.4” 共 恩 梯 度 法 ………: GZ 1) 
§ 3. 变 尺 度 法 ( 拟 牛 顿 法 ) wees.000 0. (60) 
we 与 习题 ， (7 
3$ 4. 1 人 化 反 六 方法 和 雄风 困难 pp (72) 
§ 4. 3 纳 拟 退火 法 … 1) 

i i (83) 
8$5.1 位 场 资 料 反 演 的 几 个 基本 问题 pe 《83) 
$ 5.2 直接 法 求 位 场 反 演 问题 pe (BB) 
3 5.3 单一 和 组 合 模型 位 场 反 演 问题 pp。 (90) 


00 3 Go  i6 


顶级 的 地 质 论坛 http:/bbs.3s001.comy/ 


§ 5.4 det eeeeesossssesoseseessssseseseeseesss 
» (97) 


* (99) 
《100) 
‘+ (100) 
(110) 
《119) 
* (120) 


3 5.5 物性 分 界面 的 反 演 问题 … 
思考 题 与 习题 ， 


第 六 章 ” 电 法 勘探 中 测 深 曲 线 的 反 演 … 


3 6.1 直流 电 测 深 曲 线 的 反 演 … 
3 6.2 交流 电 测 深 曲 线 的 反 演 … 
思考 题 与 习题 … we 


$ 7.1 地 志 资 料 反 滤波 处 理 oo0o00000 oes 00b0ro. 
§ 7.2 ” 波 阻 抗 反 演 e0060e00 e000 on000 oso000r0000 0000 cmon 
$7.3 地 震波 速度 反 演 oeseeeeeeeeees e000 0000 .00 上 0 上 000 上 0 上 000. 
37.4 其 他 地 震 反 演 eos.00000 ev， 


参考 文献 .pe 


(95) 


(120) 


“ 《126) 
… 《130) 


(134) 


" (138) 
* 《139) 


访 地 信人 网 论坛 


BBS.3SO01.COMN 


第 一 章 ”地球 物理 反 演 问题 的 一 般 理 论 


S81.1 反 演 问题 的 一 般 概 念 


在 物理 学 范畴 中 ,自然 界 的 客观 事物 ,大 到 整个 宇宙 ,小 到 一 个 粒子 ,都 可 以 视 为 一 个 物理 
系统 .通常 ,一 个 物理 系统 可 以 用 一 系列 的 量 来 表征 ,这 些 量 之 中 一 部 分 能 被 直接 观察 或 测量 ， 
男 一 部 分 则 无 法 被 直接 观察 或 测量 。 例 如 ,一 块 岩石 的 质量 和 体积 可 以 直接 测量 ,而 其 内 部 各 
点 上 的 密度 、 导 电 率 或 刚度 则 无 法 直接 测量 。 为 了 完整 地 认识 一 个 物理 系统 ,总 是 希望 得 到 足 
够 多 的 表征 系统 的 量 , 而 可 直接 得 到 的 量 往往 十 分 有 限 , 这 就 需要 不 断 地 发 掘 和 研究 系统 中 那 
些 可 直接 测量 的 量 与 不 可 直接 测量 的 量 之 间 的 关系 ,进而 通过 已 知 信息 去 获取 一 些 未 知 信息 ， 
最 终 达 到 接近 真实 地 描述 它 。 这 是 认识 世界 的 一 个 基本 规律 。 作 为 一 种 演绎 性 的 学 科 ,地 球 物 
理 反 演 问题 的 研究 正 是 遵循 这 一 规律 不 断 发 展 的 ,为 了 更 好 地 讨论 问题 ,我 们 先 引 入 几 个 一 般 
性 的 概念 。 


1.1.1 模型 空间 与 数据 空间 

选择 什么 样 的 量 来 描述 一 个 re eh ft ete 每 
一 种 选择 都 构成 系统 的 一 个 形式 记 的 枚 于; 学 feof 入 及 这些 “选择 ”抽象 为 一 个 空间 (或 集 
合 ) ,该 空间 中 每 一 个 点 都 代表 一 个 系统 模型 ,这 个 空间 称 为 模型 空间 ,表征 系统 的 量 称 为 模型 
参数 。 假 设 一 个 系统 由 n 个 实 参数 完全 表征 ,系统 的 特征 便 可 通过 这 个 实数 数值 体现 出 来 。 
任何 一 个 这 样 的 模型 都 是 n 维 模 型 空间 (CE R") 中 的 一 个 点 ,可 见 , 定 量 地 描述 一 个 系统 ,可 以 
通过 模型 参数 数值 来 实现 .这 种 模型 参数 的 特定 选择 (具体 化 ) 称 为 模型 的 参数 化 ,参数 化 的 
模型 参数 数量 若是 有 限 的 , 则 模型 空间 是 有 限 维 的 ; 若 模型 参数 数量 是 无 限 的 , 则 模型 空间 为 
无 限 维 。 例 如 ,一 个 均匀 的 固体 , 仅 用 21 个 弹性 参数 即 可 全 面 地 描述 其 弹性 性 质 ; 而 一 个 非 均 
匀 的 固体 ,由 于 其 弹性 性 质 与 空间 坐标 有 关 , 要 全 面 地 刻画 其 弹性 特征 , 则 需要 无 限 多 个 弹性 
参数 .无 限 维 空间 理论 比 有 限 维 空间 理论 更 复杂 ,但 前 者 的 研究 更 具有 一 般 性 。 

我 们 知道 ,一些 模型 参数 是 不 容易 被 直接 观测 到 的 量 , 为 获取 这 些 量 的 信息 ,可 以 利用 那 
些 可 直接 观测 的 量 来 推测 。 为 此 ,需要 进行 实验 工作 ,从 中 观测 到 与 模型 参数 有 关联 的 量 。 实 
验 工作 的 任务 不 仅 是 要 尽 可 能 准确 地 测量 ,更 重要 的 是 要 设法 使 所 测量 的 量 最 大 限度 地 携带 
用 于 确定 模型 参数 的 信息 .例如 地 球 内 部 不 同 深度 范围 的 密度 难以 直接 测量 ,但 地 球 表面 的 重 
力 值 与 之 有 着 密切 的 关系 ,通过 精确 地 测量 地 面 、 空 中 和 地 下 重力 值 , 可 以 依据 其 特征 推测 地 
球 内 部 密度 的 分 布 。 由 于 实验 的 方法 ,设备 以 及 观测 数据 的 形式 不 同 ,观测 量 的 含义 有 一 定 的 
自由 度 , 为 了 不 失 一 般 性 ,我 们 称 观测 量 为 数据 ,并 引入 一 个 数据 空间 的 抽象 概念 .任何 一 个 可 
能 的 观测 数据 都 是 数据 空间 中 的 一 个 点 或 一 个 分 量 ,与 模型 空间 一 样 ,数据 空间 可 以 是 有 限 维 
的 ,也 可 以 是 无 限 维 的 。 在 大 多 数 实 际 问题 中 ,由 于 实验 手段 .时 间 及 空间 的 限制 ,观测 资料 总 
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是 有 限 的 。 
1.1.2 正 演 问题 与 反 演 问题 


如 果 把 模型 空间 中 的 一 个 点 定义 为 m, 把 数据 空间 中 的 一 个 点 定义 为 d, 按 照 物理 定律 ， 

可 以 把 两 者 的 关系 写成 

d=Gm (1-1) 
式 中 ,G 为 模型 空间 M 到 数据 空间 D 的 一 个 映射 (如 图 1-1), 亦 称 为 泛 函 算 子 ,反映 了 模型 in 
与 数据 d 之 闻 的 物理 规律 。 对 一 个 特定 的 问题 ,m 可 以 是 一 维 或 多 维 的 参数 ,d 也 可 以 是 一 维 
或 多 维 的 数据 ,G 则 可 以 代表 一 个 积分 算 子 或 微分 算 子 ,也 可 以 是 一 个 矩阵 或 一 个 函数 。 通 常 
我 们 把 多 维 参 数 或 数据 表示 成 向 量 。 若 G 是 线性 算 子 ,方程 (1-1) 所 表示 的 问题 是 线性 的 , 若 G 
是 非 线性 算 子 , 则 问题 是 非 线性 的 。 从 空间 映射 来 看 ,如 果 存 在 一 个 映射 4 ,使 得 

m=Ad (1-2) 
则 4 为 由 数据 空间 D 到 模型 空间 M 的 映射 , 即 4 为 G 的 逆 映 射 , 或 称道 算 子 。 因 此 方程 (1- 
2) 可 写成 : 

Mi 一 Cd (1-3) 
式 中 ,G 为 C 广 义 上 的 道 (如 图 1-1)。 若 G 为 一 个 微分 算 子 , 则 G-' 为 一 个 积分 算 子 ; 若 G 为 
一 个 矩阵 , 则 C” 为 其 道 矩 阵 ; 若 G 为 一 个 函数 , 则 G-' 为 其 反 函 数 。G- 有 时 并 不 一 定 是 某 一 
算 子 或 消 数 ,而 可 能 是 代表 一 个 过 程 。 





1-1 模型 空间 与 数据 空间 之 间 映 射 关系 示意 图 


我 们 把 给 定 模 型 m 求解 数据 d 的 过 程 称 为 正 演 问题 (简称 正 问题 ) ,而 把 给 定数 据 d 求解 
模型 参数 m 的 过 程 称 为 反 演 问题 (简称 反问 题 ) 。 讨 论 正 演 问 题 通 常 涉 及 两 个 方面 的 内 容 , 一 
是 通过 实验 寻求 物理 定律 , 即 确定 从 模型 空间 到 数据 空间 的 正确 表达 ; 另 一 方面 则 是 运用 物理 
定律 通过 给 定 的 模型 参数 对 观测 数据 进行 预测 。 反 演 问题 的 研究 是 建立 在 正 演 问题 被 解决 之 
后 基础 上 的 , 若 正 演 问题 没有 解决 (物理 定律 不 清楚 ) ,一 般 地 说 , 反 演 问题 的 研究 就 无 法 开展 。 
然而 ,即使 正 演 问题 已 被 圆满 地 解决 , 反 演 问题 也 不 一 定 能 得 到 很 好 地 解决 ,尤其 是 在 G-! 无 
法 直接 确定 的 情况 下 。 原 因 是 反 演 问题 更 复杂 ,涉及 的 问题 更 多 。 

著名 的 反 演 理论 学 者 罗伯特 。 珀 克 (R. Parker,1970) 曾 把 反 演 问题 的 研究 归纳 为 四 个 方 
面 的 问题 : 

(1) 解 的 存在 性 :给 定数 据 d, 按 照 物理 定律 ,能 否 找到 满足 要 求 的 模型 参数 m; 

《2) 模 型 构 制 ; 若 解 存 在 ,如 何 构 制 问题 的 数学 物理 模型 使 得 反 演 问题 的 解 能 迅速 而 准确 
地 确定 ; 

(3) 解 的 非 唯 一 性 ;车 解 存在 ,其 是 否 唯一 ; 

(4) 解 的 评价 : 若 解 是 非 唯一 的 ,如 何 从 非 唯一 解 中 获取 真实 解 的 信息 。 
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关于 上 述 四 方面 问题 的 研究 就 构成 了 地 球 物理 反 演 的 基本 理论 。 
1. 1.3 反 演 问题 的 解 


在 确定 了 模型 参数 与 观测 数据 之 间 的 关系 之 后 ,我 们 总 是 希望 所 得 到 的 反 演 问题 的 解 是 
唯一 的 。 遗 憾 的 是 ,事实 并 非 如 此 。 在 大 多 数 的 反 演 问题 中 ,都 不 同 程度 地 存在 着 解 的 非 唯一 
性 。 在 实验 中 ,由 于 受到 仪器 设备 .时 间 和 空间 的 限制 ,观测 资料 总 是 有 限 的 。 就 无 限 维 的 模型 
参数 而 言 ,用 有 限 维 的 观测 数据 去 确定 实际 上 为 无 限 维 的 模型 是 不 可 能 的 ,在 这 种 情况 下 , 求 
得 的 解 必然 是 非 唯一 的 。 

为 了 说 明 解 的 非 唯一 性 ,我 们 引信“ 零 空间 ”的 概念 。 假 设 对 于 给 定 的 观测 数据 d, 有 两 个 
模型 参数 向 量 m1、m, 都 满足 方程 (1-1), 即 

d=Gm) ,d= Gim, 
则 有 
Gm—Gm;:=Gm'"=0 (1-4) 

由 于 m, 和 m; 是 两 个 不 同 解 , 因 此 其 差 不 等 于 零 , 我 们 定义 满足 式 (1-4) 的 m?' 为 零 向 量 ， 
由 零 向 量 组 成 的 模型 空间 为 零 空间 。 在 任何 包含 零 空 间 的 模型 空间 中 ,只 要 反 演 问题 的 解 mm 
存在 , 解 都 是 非 唯一 的 。 也 就 是 说 , 除 m 之 外 ,还 存在 另 一 个 解 m" , 它 与 m 同 映射 到 数据 的 一 
个 点 d 上 ,因为 

GCm =Gm+Gm’"=d (1-5) 
由 此 可 见 , 模 型 空间 可 分 为 两 个 部 分 ,如 图 1-2 所 示 , 它 们 分 别 由 点 砚 和 m? 构成 。m? 在 映射 G 
作用 下 的 像 为 零 向 量 或 零 函 数 。 


G 


M D 


1-2 模型 空间 中 零 空间 与 数据 空间 之 间 映 射 关 系 示意 图 


现在 ,我 们 来 分 析 一 个 简单 的 例子 。 设 
1 | 1 1 
G=| 革 二 去 去 |，m- 2 


且 有 
Gm 一 


其 中 QI \Q2\ OQ3\ 0 为 待定 参数 。 
显然 ,方程 (1-6) 有 一 个 解 m==[B8 BB 8 BJ ,同时 至 少 可 以 找 出 三 个 “ 零 解 ”， 


1 
0 
0 1 一 1 | 沁 
ss 
如 此 一 来 ,作为 一 般 性 的 通 解 ,m 可 以 表示 成 
『 1 | 1 
i | (1.7) 
0 = 0 
0J 0 a 
式 中 ,aa az as 为 任意 不 为 零 的 参数 。 虽 然 这 是 一 个 简单 的 线性 问题 ,但 是 它 说 明了 反 演 问题 
解 的 非 唯一 性 普遍 存在 于 线性 与 非 线 性 反 演 问题 之 中 。 
由 于 可 能 受到 其 他 因素 干扰 ,实验 中 的 数据 往往 含有 误差 ,测量 到 的 数据 d. 中 包含 有 真 
实 信 号 d 和 “噪声 ”6d 两 种 成 分 , 即 
d=d+dd (1-8) 
由 于 误差 id 的 存在 , 必 将 使 反 演 问题 的 解 也 产生 一 个 扰动 bm, 这 样 , 反 演 问题 的 解 同样 可 以 
表示 为 





天- 一 大 十 mt (1-9) 
这 里 6m 的 存在 意味 着 反 演 问题 解 是 不 稳定 的 ,如 图 1-3 所 示 。 如 果 这 种 不 稳定 十 分 严重 , 则 
会 加 剧 解 的 非 唯 一 性 程度 。 





1-3 含有 误差 的 观测 数据 与 模型 参数 估计 之 间 映 射 关系 示意 图 


无 论 是 反 演 问题 的 多 解 性 ,还 是 实验 中 的 测量 误差 ,以 及 模型 参数 与 观测 数据 之 间 关 系 的 
不 确定 性 ,都 会 给 求解 反 演 问 题 造 成 困难 ,使 问题 复杂 化 ,但 这 不 等 于 反 演 问题 无 法 解决 .事实 
上 , 反 演 问题 的 求解 ,是 利用 观测 资料 结合 从 理论 和 实践 中 总 结 出 的 某 些 “ 先 验 信息 ”, 对 未 知 
的 模型 参数 进行 逻辑 推断 的 过 程 ,其 解 是 经 过 归纳 、 演 绎 而 得 到 的 模型 参数 的 估计 。 所 谓 * 估 
计 ”, 表 示 其 中 含有 偏差 ,估计 的 同时 亦 表明 指定 了 一 个 解 的 范围 。 在 某 些 特定 的 问题 中 ,获得 
模型 参数 并 不 复杂 ,但 这 个 估计 并 不 一 定 能 解答 我 们 的 问题 。 我 们 通常 用 “最 佳 程度 ”或 “ 优 
度 "来 衡量 反 演 问题 的 解 的 优 劣 。 反 演 理 论 与 方法 研究 的 最 终 目 标 就 是 在 同等 信息 量 条 件 下 ， 
最 大 限度 地 提高 解 的 优 度 。 


$1.2 地 球 物 理 中 的 反 演 问题 


反 演 问题 在 地 球 物 理学 中 占有 特殊 的 地 位 。 由 于 地 球 物 理学 所 研究 的 对 象 大 多 在 地 球 内 
部 ,有 些 甚 至 埋藏 在 地 球 深 部 ,而 人 类 目前 可 能 获得 的 关于 地 球 的 信息 大 都 来 源 于 地 球 表面 ， 
仅 有 少量 的 信息 来 自 于 极其 有 限 的 地 下 空间 (如 钻井 .坑道 ), 因 此 人 们 对 地 球 的 认识 主要 还 是 
通过 有 了 眼 的 观测 资料 ,对 其 进行 反 演 而 获得 .例如 ,到 目前 为 止 , 人 类 对 地 球 内 部 基本 结构 的 认 
识 都 是 来 源 于 对 地 球 物 理 观测 资料 反 演 的 结果 。 所 以 说 反 演 问题 是 地 球 物理 学 中 的 一 个 核心 
理论 问题 。 

地 球 物理 场 与 场 源 及 两 者 之 间 的 关系 是 地 球 物 理学 中 的 三 个 基本 要 素 。 不 同 物理 性 质 的 
场 源 与 不 同性 质 的 场 相对 应 ,它们 之 间 遵 循 着 一 定 的 法 则 ,地 球 物 理 场 与 场 源 的 形式 是 多 种 多 
样 的 。 在 勘探 地 球 物理 中 ,研究 对 象 的 性 质 不 同 ,观测 的 场 也 不 同 。 例如 ,在 重力 勘探 和 磁 法 勘 
探 中 ,通过 观测 地 球 重 力 场 和 磁场 的 变化 (或 异常 ) 来 确定 地 质 目 标的 密度 或 磁性 分 布 ;在 电磁 
法 勘探 中 ,通过 观测 由 人 工装 置 或 “太阳 风 ” 激 发 的 交 变 电磁 场 激 励 下 地 质 目 标 产生 的 二 次 场 
来 研究 其 导电 性 ;在 地 震 勘 探 中 , 则 通过 记录 的 地 震波 及 其 在 传播 中 遇 到 地 质 目标 而 形成 的 反 
射 波 或 折射 波 来 确定 其 波 速 特征 .上 述 观 测 的 数据 显然 是 与 地 质 目 标的 密度 .磁化 率 .导电 率 、 
波 速 及 其 几何 形态 有 关 的 ,而 这 些 参数 通常 作为 描述 场 源 的 模型 参数 。 在 某 些 特定 的 例子 中 ， 
由 于 同一 地 质 目标 所 具有 的 各 种 物理 特性 在 一 定 的 外 界 条 件 下 可 以 产生 不 同 的 物理 场 , 从 而 
使 我 们 有 可 能 通过 各 种 场 的 信息 来 研究 同一 地 质 目标 。 

地 球 物理 场 与 场 源 的 关系 是 一 种 数学 物理 逻辑 关系 ,具体 形式 因 问题 而 异 。 常 见 的 基本 形 
式 有 三 种 , 即 积 分 方程 形式 、 微 分 方程 形式 和 和 矩阵 方程 形式 。 

若 把 式 (1-1) 表 示 成 积分 方程 形式 

pe JC, md (1-10) 


式 中 ,m($) 为 描述 场 源 的 模型 函数 ,G(r,5) 为 积分 核 函 数 ,又 称 格林 (Green) 函 数 ,是 表征 场 与 
场 源 关 系 的 函数 ,d(z) 则 是 表示 场 的 空间 分 布 函 数 。 在 反 演 问题 中 ,通常 要 求 G(x,L) 是 确定 
的 ,而 严 必 ) 为 待定 函数 ,这 样 , 解 反 演 问题 就 变 成 了 求解 积分 方程 问题 。 

在 许多 地 球 物理 问题 中 ,尤其 是 当 涉及 到 场 在 场 源 内 部 的 分 布 的 问题 时 ,可 以 用 微分 方程 


来 描述 场 与 场 源 的 关系 。 广 义 上 说 ,地 球 物理 场 都 满足 如 下 关系 ， 
= 人 在 源 外 空间 ei 
8 (7X)，, 在 源 内 空间 
式 中 ,g(xr) 为 与 场 源 性 质 及 分 布 有 关 的 函数 ,u 为 场 的 分 布 函 数 ,L 为 微分 算 子 。 对 于 不 同 的 
场 ,L 代表 不 同 的 算 子 ,如 在 重力 场 或 磁场 中 ,L 为 拉 普 拉 斯 (Laplace ) 算 子 , 即 
9a: 3: F 


在 电磁 场 中 , 若 周 围 介质 均匀 且 各 向 同性 ,L 为 亥 姆 霍 交 (Helmholtz) 算 子 , 即 
L=A+k ,k=w pe/c’tidrwpur/c’ (1-13) 


式 中 ,k 为 波 数 ,x、r、e 分 别 为 介质 的 磁 导 率 、 电 导 率 和 介 电 常数 ,w 为 谐 变 场 的 角 频 率 ,c 为 真 


空中 光 的 传播 速度 。 而 在 均匀 且 各 向 同性 的 弹性 介质 的 弹性 波 场 中 ,L 即 为 波动 算 子 , 即 
LA 一 汪 广 ， nS 


式 中 , 为 纵波 速度 ,t 为 时 间 。 


CF 


如 果 说 利用 求解 积分 方程 来 解 地 球 物理 反 演 问题 是 一 种 直接 方式 的 话 , 那 么 利用 求解 微 
分 方程 来 解 地 球 物理 反 演 问题 则 是 一 种 间接 方式 。 解 微分 方程 是 通过 给 定 的 边界 条 件 或 初始 
条 件 ,确定 方程 的 定 解 , 以 获得 那些 不 可 直接 测量 的 场 的 分 布 或 重建 方程 系数 ,进而 确定 有 关 
的 模型 参数 。 

若 方 程 (1-1) 中 的 G 为 一 个 MXN 阶 和 矩阵 , 严 为 N 维 向 量 ,d 为 M 维 向 量 , 则 方程 (1-1) 
演变 为 一 个 简单 的 矩阵 方程 , 即 





di Gu CG Gn ml 
df Ga G2 ?Gon 凤 
,| 三 | ， | ; (1-15) 
du [Gm Gu … Gaw 网 
方程 (1-15) 也 可 以 看 作 是 积分 方程 (1-10) 离 散 化 后 的 结果 。 这 样 , 解 反 演 问题 就 成 了 求解 MX 
N 阶 线性 方程 组 的 问题 。 


无 论 采 用 什么 样 的 方式 来 表述 场 与 场 源 的 关系 ,都 要 依照 问题 的 性 质 和 信息 形式 而 定 。 总 
之 ,人 们 总 是 希望 用 简单 的 方法 去 解决 复杂 的 问题 ,在 不 丢失 信息 的 条 件 下 最 大 可 能 地 准确 确 
定 未 知 量 。 


1.3 地 球 物理 反 演 中 的 数学 物理 模型 


1. 3.1 地 球 物理 数学 物理 模型 


谈 到 地 球 物 理 反 演 问题 时 ,我 们 不 能 不 谈 到 数学 物理 模型 问题 。 在 地 球 物理 研究 中 ,对 于 
不 同形 式 .不同 性质 的 观测 数据 ,怎样 运用 场 与 场 源 之 间 的 逻辑 关系 ,以 及 如 何 构 制 场 源 模型 
参数 ,是 数学 物理 模型 所 要 讨论 的 内 容 。 所 以 说 数学 物理 模型 是 地 球 物理 反 演 的 基础 问题 , 它 
是 运用 数学 语言 和 工具 对 各 种 物理 现象 进行 描述 .归纳 和 演绎 的 基础 任何 一 种 反 演 方法 都 是 
建立 在 这 样 一 种 基础 之 上 的 。 因 此 ,建立 数学 物理 模型 是 我 们 开展 反 演 工作 的 出 发 点 。 
求解 正 演 问题 和 反 演 问题 的 流程 可 以 形象 地 描绘 为 


正 演 :| 场 源 模型 参数 | 一 | 正 演 数学 物理 模型 | 一 | 场 值 数据 
反 演 ,| 观测 数 锯 ][ 反 广 上 学 和 更 杭 开 | - 世 泊 庆 开 参数 | 


形式 上 两 者 都 是 信息 “转换 "过程 , 但 存在 着 本 质 区 别 。 正如 前 面 (1. 1 节 中 ) 所 讨论 的 空间 
映射 问题 一 样 , 正 演 是 从 模型 空间 到 数据 空间 的 信息 转换 , 反 演 是 从 数据 空间 到 模型 空间 的 信 
息 转 换 , 两 者 是 互 逆 的 过 程 。 从 解决 问题 的 过 程 来 看 , 面 对 具 体 问题 给 出 明确 的 正 演 数 学 物理 
模型 相对 较 容 易 , 而 给 出 明确 的 反 演 数学 物理 模型 则 往往 十 分 困难 ,在 这 种 情况 下 , 反 演 工作 
需要 依赖 正 演 数学 物理 模型 来 间接 地 进行 ,广义 上 ,我 们 把 包含 正 演 计算 在 内 的 反 演 计算 流程 
称 为 广义 反 演 数学 物理 模型 。 显 然 , 正 演 数学 物理 模型 是 反 演 工作 的 基础 ,因此 在 讨论 地 球 物 
理 数 学 物理 模型 问题 时 ,通常 是 针对 正 演 数 学 物理 模型 而 言 的 。 

数学 物理 模型 有 各 种 不 同 的 分 类 。 按 照 描述 场 源 的 模型 函数 或 参数 与 场 的 关系 特征 来 分 
类 ,可 分 为 线性 模型 与 非 线性 模型 ;按照 描述 场 源 的 模型 函数 或 参数 的 变量 特征 来 分 类 ,可 分 
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为 离散 模型 与 连续 模型 .这些 分 类 不 仅 反映 了 解决 地 球 物理 问题 的 出 发 点 和 人 解 题 思路 ,而 且 引 
导 着 反 演 问题 理论 与 方法 的 研究 沿 着 不 同方 向 发 展 。 


1. 3.2 线性 与 非 线 性 数学 物理 模型 


线性 模型 是 指 方程 (1-1) 所 确定 的 场 源 模 型 参数 m 与 观测 数据 d 的 关系 中 G 为 线性 映射 
算 子 , 即 对 模型 空间 M 中 的 两 个 模型 mi 、m,(E€ M) ,满足 
(1) Gmt+m;)=Gm+Gm, 

| Glam)=aGm), Gl(am,)=aGm, 
式 中 ,a 为 任意 常量 参数 。 若 G 不 满足 条 件 (1-16), 则 方程 (1-1) 所 确定 的 数学 物理 模型 即 为 非 
线性 模型 。 以 球体 的 重力 异常 为 例 , 假 设 球体 是 均匀 的 ,其 剩余 密度 为 oa, 半径 为 RR, 中 心 埋 深 
为 DD, 其 在 水 平地 面 (z= 二 0) 上 的 异常 表达 式 为 

Ag(z,y,0)=f 。 TR: 。 Cr (1-17) 
式 中 ,/ 了 为 万 有 引力 常数 。 若 以 上 述 模型 反 演 求解 剩余 密度 c, 该 模型 为 线性 模型 。 若 反 演 求解 
中 心 埋 深 D, 则 该 模型 为 非 线性 模型 。 从 这 一 简单 的 例子 就 可 以 看 出 , 非 线 性 反 演 问题 的 求解 
要 比 线性 问题 复杂 。 人 们 为 了 解决 非 线 性 问题 ,常常 是 设法 将 非 线 性 问题 转换 成 线性 问题 , 即 
所 谓 的 线性 化 ,然后 按照 解决 线性 问题 的 方法 去 求解 ,这 种 方法 也 称 为 广义 线性 反 演 方法 。 关 
于 这 方面 的 问题 ,我 们 将 在 后 面 的 章节 中 作 详 细 的 讨论 。 


1. 3.3 连续 与 离散 数学 物理 模型 


反 演 理论 中 所 遇 到 的 模型 参数 既 可 以 是 离散 值 ,也 可 以 是 一 个 或 多 个 变量 的 连续 函数 , 换 
名 话说 , 某 一 物理 系统 的 模型 参数 可 以 用 连续 函数 来 描述 ,也 可 以 用 有 限 个 离散 值 来 描述 ,前 
者 称 为 连续 数学 物理 模型 ,后 者 称 为 离散 数学 物理 模型 。 在 地 球 物 理 反 演 理论 中 ,连续 反 演 理 
论 与 离散 反 演 理论 分 属 两 个 不 同 理论 体系 分 支 . 连 续 反 演 理论 主要 解决 理论 前 提 证 明 、 算 子 推 
导 以 及 某 些 必须 用 连续 函数 表征 的 问题 ,在 理论 上 它 可 以 给 出 精确 的 答案 。 离 散 反 演 理论 是 从 
连续 反 演 理论 衍生 而 来 的 ,离散 模型 可 用 有 限 个 连续 函数 值 适 当地 逼近 连续 模型 , 它 是 某 种 程 
度 的 近似 ,甚至 具有 一 定 的 随意 性 。 例 如 地 层 岩 石 弹性 性 质 的 变化 特征 实际 上 是 既 有 渐变 又 有 
突变 ,而 这 一 模型 可 以 被 离散 成 由 若干 层 内 均匀 的 层 状 介质 组 合 来 逼近 ,显然 ,这 将 给 反 演 带 
来 一 定 的 不 精确 性 。 尽 管 如 此 ,离散 反 演 仍然 是 反 演 理论 研究 的 良好 出 发 点 ,因为 离散 模型 可 
以 通过 加 大 采样 密度 使 其 接近 连续 模型 ,同时 离散 模型 易于 实现 数值 计算 ,从 而 有 助 于 运用 计 
算 机 解决 实际 问题 。 事 实 上 ,离散 反 演 理论 研究 主要 集中 在 模型 的 构 制 与 算法 的 实现 问题 上 ， 
因而 备 受 广大 地 球 物理 工作 者 的 关注 。 从 另 一 方面 看 ,地 球 物理 观测 数据 大 都 是 离散 值 ,利用 
有 限 数目 的 观测 资料 去 确定 无 限 数目 的 模型 参数 (连续 模型 ) 是 不 可 能 做 到 的 ,可 见 , 将 场 源 模 
型 离散 化 已 成 为 求解 地 球 物理 反 演 问题 的 必要 手段 。 多 数 地 球 物理 反 演 问题 是 通过 离散 模型 
来 表述 的 。 例 如 , 若 把 某 一 段 地 下 断面 分 割 为 若干 部 分 ,每 一 部 分 作为 一 个 场 源 元 (如 图 1-4 
(a) 所 示 ) ,利用 场 源 模型 参数 与 观测 数据 之 间 的 关系 构造 一 个 数学 物理 模型 , 即 
d=Fm (1-18) 
式 中 ,F 为 与 坐标 及 场 源 元 形态 有 关 的 函数 ,d 和 m 分 别 为 观测 数据 与 模型 参数 向 量 ,F 与 mn 
无 关 。 对 于 元 体 j 在 i 点 上 的 作用 即 可 表示 为 


d= > Fj*m, (1-19) 
j=1 


(1-16) 
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式 中 ,F;; 为 第 i 点 和 场 源 元 体 ; 空间 位 置 有 关 的 F 的 昂 数 值 . 对 NN 个 场 源 元 体 在 地 面 M 个 观 
测 点 中 的 作用 即 可 用 和 矩阵 方程 表述 








ad) Rs F',, Fn [yn 
cz _ F, a 机 的 (1_20) 
du F M1 a M2 “"" Fy [mw 


需要 指出 ,同一 问题 可 以 选择 不 同 的 数学 物理 模型 ,这 取决 于 问题 的 要 求 和 解决 问题 的 方 
法 。 对 于 一 个 均匀 的 三 度 地 质 体 ,我 们 既 可 以 把 它 简单 地 看 作 一 个 球体 (连续 模型 ), 用 形 如 (1 
17) 的 方程 来 描述 重力 异常 场 与 场 源 之 间 的 关系 ;又 可 以 用 若干 直立 长 方 柱 元 去 拼凑 这 个 形体 
(离散 模型 ), 并 用 形 如 (1-20) 的 方程 来 描述 其 异常 场 与 场 源 的 关系 。 即 使 是 离散 模型 ,其 离散 
的 方式 也 有 不 同 ,如 图 1-4(a)、(b)、(c) 所 示 。 当 然 , 用 不 同 的 数学 物理 模型 进行 反 演 ,所 得 到 的 
参数 以 及 解 的 精度 是 不 同 的 ,但 不 等 于 模型 越 复杂 、 划 分 得 越 精细 就 越 好 。 如 果 要 反 演 某 小 盆 
地 的 三 维 地 震 勤 探 资 料 ,将 模型 划分 为 几 百 层 , 可 想 而 知 即使 用 当今 世界 上 最 快 的 计算 机 计 
算 ,也 不 可 能 在 短 时 间 内 算 完 。 因 此 ,选择 数学 物理 模型 要 综合 考虑 ,应 该 在 满足 问题 的 需要 ， 
达到 其 精度 要 求 的 前 提 下 , 尽 可 能 地 选择 简单 易 行 的 模型 。 






E 
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图 1-4 离散 化 模型 的 几 种 形式 
8 1.4 地 球 物理 反 演 问题 解 的 非 唯 一 性 


反 演 问题 解 的 非 唯一 性 ( 亦 称 多 解 性 ) 是 地 球 物理 学 中 不 可 回避 的 问题 ,这 是 由 问题 的 本 
质 所 决定 的 。 对 于 这 个 问题 ,我 们 在 1. 1 节 中 曾 做 了 一 般 性 的 叙述 。 尽 管 地 球 物理 场 与 场 源 形 
式 各 有 不 同 , 但 只 要 场 源 模型 空间 存在 “ 零 空间 ”, 反 演 问题 多 解 性 就 必然 存在 。 引 起 多 解 性 的 
原因 可 以 归纳 为 两 个 方面 ,一 是 场 的 等 效 性 ; 另 一 个 是 观测 资料 的 局 限 性 ,此 外 ,由 于 测量 和 计 
算 中 不 可 避免 的 误差 ,也 将 导致 多 解 性 愈 为 严重 (有 些 文献 也 将 其 视 为 引起 多 解 性 的 原因 之 
一 )。 

场 的 等 效 性 是 指 不 同 的 场 源 分 布 ,至 少 在 场 源 外 部 空间 可 引起 相同 的 场 的 分 布 . 这 样 的 现 
象 有 很 多 ,例如 相同 质量 的 球体 或 球 壳 ,无 论 其 体积 大 小 ,在 其 外 部 空间 产生 的 引力 场 是 相同 
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的 ;又 如 , 当 纵 波 在 传播 过 程 中 ,如 果 遇 到 介质 速度 分 界面 ,会 产生 透射 波 和 反射 波 ,透射 波 的 
透射 角 与 界面 两 侧 介质 速度 比值 有 关 , 若 保持 其 比值 不 变 ,两 侧 介质 速度 可 以 呈 比 例 随 意 变 
化 。 场 的 等 效 性 是 地 球 物 理 场 的 基本 特征 之 一 ,从 这 一 点 来 看 , 仅 赁 观测 到 的 场 源 外 部 空间 场 
值 去 推断 解释 场 源 特征 无 疑 是 很 困难 的 。 

通常 我 们 所 得 到 的 观测 资料 是 数量 有 限 的 离散 采样 数据 ,而 大 多 数 物 理 场 是 连续 分 布 的 。 
显然 ,这 样 的 资料 并 不 能 完全 反映 场 的 整个 特征 ,具有 一 定 的 片面 性 和 局 限 性 。 这 必 将 影响 我 
们 对 场 源 特 征 及 本 质 的 认识 。 而 研究 对 象 通常 埋藏 在 地 面 之 下 ,甚至 可 能 位 于 地 下 深 处 , 且 形 
状 并 非 规则 性质 并 非 均 匀 , 由 此 将 造成 反 演 结论 的 不 确定 性 , 即 多 解 性 。 理 论 上 ,这样 的 场 源 
模型 属 无 限 维 空间 的 模型 ,用 有 限 的 数据 去 确定 无 限 维 的 模型 是 不 可 能 的 。 

任何 观测 资料 都 含有 一 定 的 误差 ,其 中 有 些 来 源 于 测量 仪器 设备 ,有 些 来 源 于 测量 值 归 算 
过 程 。 测 量 误差 能 使 反 演 计算 产生 畸变 ,导致 反 演 结果 与 实际 大 相 径 庭 。 可 以 想象 ,如 果 待 定 
的 场 源 模型 参数 的 变化 所 引起 的 场 的 变化 小 于 观测 误差 的 尺度 ,我 们 的 反 演 将 缺乏 分 辩 能力 
而 得 出 多 种 解 。 可 见 ,观测 误差 的 存在 ,将 使 地 球 物理 反 演 的 多 解 性 更 为 严重 . 

Stells D C (1947) 在 一 篇 著名 的 论文 “重力 异常 解释 中 的 多 解 性 ”中 指出 ,对 于 一 -个 由 基 
底 岩 石 顶 面 起 伏 引 起 的 重力 异常 (如 图 1-5 所 示 ), 在 给 定 该 面 两 侧 岩 石 密度 差 之 后 ,车 观测 数 
据 中 的 误差 为 士 0.01mGal, 则 依据 剖面 重力 异常 反 演 基 岩 面 形态 ,可 以 有 许多 种 解释 结果 ( 见 
图 1-5)。 从 这 个 简单 的 例子 中 不 难看 出 , 场 的 等 效 性 、 有 限 的 观测 数据 以 及 误差 使 得 反 演 结 ! 
非 唯一 且 差 异 很 大 。 


水 平和 垂直 比例 扩 





图 1-5 满足 给 定 精度 条 件 下 重力 剖面 基底 面 起 伏 的 各 种 解释 


解 的 非 唯一 性 并 不 意味 着 地 球 物理 反 演 工作 没有 意义 。 事 实 上 ,只 要 观测 数据 是 可 靠 的 ， 
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物理 场 的 存在 就 反映 了 场 源 的 存在 ,此 外 ,地 球 物理 反 演 并 不 只 是 单纯 的 数学 过 程 , 它 是 在 一 - 
定 的 地 球 物理 条 件 和 地 质 构 造 条 件 下 进行 的 ,人 们 对 这 些 条 件 的 认识 也 将 作为 反 演 的 信息 ,在 
这 些 先 验 信息 十 分 充分 时 ,地 球 物理 反 演 问题 往往 会 变 得 十 分 简单 .如果 我 们 能 “最 优 ” 地 确定 
反 演 数学 物理 模型 ,使 得 模型 参数 中 的 任何 零 向 量 的 存在 都 不 影响 解 的 可 靠 性 ,这 时 就 可 以 认 
为 解 是 唯一 的 ,在 实际 工作 中 只 要 充分 利用 其 他 方面 的 证 据 , 采 用 适当 的 措施 就 能 在 很 大 程度 
上 减少 多 解 的 范围 ,其 至 得 到 唯一 解 。 

一 般 而 言 , 解 决 反 演 问 题 的 多 解 性 问题 有 两 种 途径 ,一 种 是 扩大 观测 范围 以 获取 更 多 的 场 
的 信息 ; 另 一 种 是 在 反 演 过 程 中 施加 约束 。 就 Stells 的 例子 而 言 ,车 能 获得 沿 深度 方向 的 重力 
场 值 , 其 解 无 疑 可 以 唯一 地 确定 。 然 而 这 种 可 能 在 大 多 数 情况 下 是 不 现实 的 。 当 然 , 有 时 我 们 
也 可 以 利用 已 取得 地 面 上 的 资料 对 场 的 方程 进行 回归 ,从 而 推算 出 其 他 空间 上 场 的 分 布 来 圈 
定 场 源 范围 ,减少 多 解 性 。 大 多 数 情况 下 , 反 演 工 作 是 通过 施加 约束 来 进行 的 。 所 谓 约束 是 指 
对 场 源 模型 参数 取 值 范围 .函数 形式 加 以 限制 ,以 及 对 观测 误差 进行 预测 及 剔除 。 约 束 可 以 来 
自 许 多 方面 , 既 可 以 是 数学 上 的 ,也 可 以 是 岩石 物性 或 地 质 构 造形 态 等 方面 的 。 在 前 面 的 例子 
中 ,者 能 确定 或 估计 基底 顶 面 某 一 部 位 深度 范围 或 某 一 处 的 深度 ,其 基底 面 起 伏 形态 就 能 较 准 
确 地 给 出 。 


3 1.5 地 球 物理 反 演 问 题 的 不 稳定 性 与 正则 化 概念 


在 引入 不 稳定 性 概念 之 前 ,我 们 首先 来 看 下 列 线性 方程 组 
1. 11z 十 Z* 一 3. 11 
wa 907Xx, 二 2. 80 
容易 得 到 这 一 方程 组 的 解 为 z= 二 1,zx,==2, 但 是 当 方 程 组 的 右 端 项 包含 有 误差 (一 0. 01,0. 01) 
时 , 即 有 


(1-21) 


1。 1lxzl 十 ZX; 二 3. 10 
(1-22) 


Zi 十 0. 907z: 一 2.81 
则 可 以 得 到 另 一 组 与 上 述 准 确 解 相差 甚 远 的 结果 zi 一 20,z:= 一 19.1。 在 这 一 方程 组 中 ,我 们 
仅仅 加 入 均 方 误差 $=0.014 1 的 随机 干扰 (一 0. 01,0. 01), 它 却 造成 了 所 得 的 解 在 很 大 的 范 
围 内 波动 。 这 种 性 质 称 为 方程 组 解 的 不 稳定 性 。 若 把 地 球 物理 反 演 问题 表示 为 以 下 方程 
Gm=d. (1-23) 

这 里 ,d. 表示 包含 误差 的 观测 数据 。 由 于 各 种 人 文 干扰 和 不 可 避免 的 观测 误差 的 存在 ,就 有 可 
能 造成 反 演 问题 解 的 极 大 波动 。 这 一 特征 体现 了 地 球 物理 反 演 问题 的 不 稳定 性 。 前 苏联 科学 
家 吉 洪 诺 夫 (ThHxoHoa A.H. ) 提 出 了 求解 不 稳定 问题 稳定 解 的 正则 化 思想 ， 为 寻找 地 球 物 理 反 
演 问题 稳定 解 提 供 了 思路 。 

吉 洪 诺 夫 最 早 的 试验 是 利用 重力 资料 求解 单一 密度 界面 深度 的 反 演 问 题 。 假 设 界面 平均 
深度 为 刀 , 界 面 各 处 深度 函数 为 h(8)= 二 DD 十 Ah (5) ,5 为 深度 点 的 水 平 坐 标 ,界面 两 侧 密度 差异 
为 o, 由 界面 起 伏 引 起 的 重力 异常 可 近似 表示 为 


Ah(5).D 
Ag(Z) 一 2/o| pe pdt (1-24) 


其 中 ,了 为 万 有 引力 常数 ,z 为 测 点 的 水 平 坐标 。 试 验 结果 表明 , 当 观 测 资料 Ag 中 存在 微小 误 
差 6 时, 反 演 结果 Ah 将 发 生 剧烈 振荡 ,显然 这 是 一 个 经 典 不 稳定 问题 。 对 于 求 这 类 问题 的 稳 
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定 解 的 正则 化 方法 , 吉 洪 诺 夫 在 数学 上 子 以 了 证 明 。 
为 了 进一步 说 明正 则 化 思想 ,我们 来 看 看 下 面 的 问题 。 
考虑 到 观测 数据 d. 中 存在 着 误差 9, 若 问题 (1-23) 是 不 稳定 的 , 则 可 能 导致 解 六 的 极 大 
振荡 。 正则 化 的 意义 就 在 于 使 问题 在 一 定 先 验 条 件 下 成 为 稳定 的 , 即 得 到 一 个 平稳 的 解 。 假设 
问题 (1-23) 是 一 个 线性 方程 组 ,在 不 同 的 情形 中 有 不 同 的 正则 解 。 若 观测 数据 多 于 未 知 模型 参 
数 , 问 题 的 正则 解 可 表示 成 
m=(G'G) Gd. (1-25) 
这 是 在 观测 数据 d. 与 理论 d 之 方差 达到 极 小 的 先 验 前 提 下 得 到 的 解 。 若 观测 数据 少 于 或 等 于 
未 知 模型 参数 ,问题 的 正则 解 可 表示 成 
m=G' CGOG ) 1d (1-26) 
这 是 在 反 演 的 模型 参数 与 其 先 验 估计 值 之 方差 达到 极 小 前 提 下 得 到 的 解 。 有 时 虽然 观测 数据 
多 于 未 知 模型 参数 ,但 它们 所 提供 的 信息 不 足以 唯一 地 确定 一 个 稳定 的 解 , 或 者 说 方程 组 中 有 
若干 方程 是 相关 的 ,此 时 的 问题 事实 上 是 前 两 种 情形 的 综合 ,其 问题 可 以 表达 为 


(G'G-+al)m=G"d. (1-27) 
式 中 ,a 在 这 里 称 为 正则 参数 ,其 正则 解 为 
、 m= (G'G+al)- Gd. (1-28) 


熟悉 广义 逆 和 矩阵 的 读者 都 知道 , 式 (1-25)、 式 (1-26) 和 式 (1-28) 是 问题 的 最 小 二 乘 解 . 最 
小 范 数 (长 度 ) 解 和 阻尼 最 小 二 乘 解 ,而 称 式 (1-28) 中 的 a 为 阻尼 因子 。 有 关 这 方面 的 内 容 ,将 
在 后 面 的 章节 中 作 详 细 的 讨论 。 
让 我 们 回 到 前 面 方程 组 (1-22) 所 提出 的 问题 ,看 看 如 何 利用 正则 化 方法 求解 出 一 个 “ 稳 
定 ” 的 解 。 若 将 方程 组 (1-22) 写 成 矩阵 形式 , 即 
Azx=b (1-29) 


1.11 1.00 i 3. 10 
4=| io 0. 90 -| |] 
为 不 失 一 般 性 ,将 其 视 为 混合 情形 下 的 问题 ,用 式 (1-28) 求 解 。 用 尝试 法 取 a 分 别 为 10" ,10-1， 
…,10 ,可 以 得 到 不 同 的 正则 解 , 见 表 1-1。 


式 中 


表 1-1 用 尝试 法 得 到 的 不 同 正 则 解 





表 中 :6 为 观测 数据 /与 理论 值 4z 之 均 方差 ie 为 r4ttD 与 zx 之 均 方 差 ,其 中 zt 一 (0,0)Tie 为 反 演 解 > 与 
真 值 (1,2)7 之 均 方 差 


由 表 中 看 出 , 当 =10 "时 ,9 最 小 , 即 理论 值 与 观测 数据 差别 最 小 ,其 解 为 


zi 一 1.992 0,zrz: 一 0.897 9 (1-30) 
当 a==10“ 时 ,e 最 小 , 即 反 演 解 最 接近 真 值 ,其 解 为 


TI 一 1.543 1 ,Z* 一 ]. 388 7 《1-31] ) 
若 把 x" 作为 z"*" 的 先 验 估计 ,显然 a 二 10“ 对 应 于 最 小 范 数 (e 最 小 ) 解 , 即 
ZI 一 1. 550 7 一 1 387 2 (1-32) 


并 且 有 5=0.013 8 ,满足 6 委 0.014 1 的 数据 误差 。 如果 我 们 以 满足 观测 数据 6 与 理论 值 4z 之 
均 方差 小 于 观测 数据 误差 和 人 解 的 范 数 为 最 小 两 项 准则 求解 ,对 应 于 上 述 正则 化 参数 来 说 ,最 佳 
解 即 是 (1-32)。 尽 管 表 1-1 中 所 列 的 正则 解 与 精确 解 z= 二 1,x;==2 仍 有 明显 的 差别 ,但 相 比 前 
面 的 “振荡 ” 解 x 二 20,z, 二 一 19. 1, 已 经 好 得 多 。 

在 地 球 物理 问题 反 演 的 过 程 中 ,有 各 种 各 样 的 先 验 信息 可 以 利用 ,使 不 稳定 问题 成 为 有 意 
义 的 .可 解 的 。 正 则 化 思想 不 仅 在 解 反 演 问 题 中 得 到 应 用 ,同时 也 在 其 他 计算 地 球 物理 领域 里 
被 广泛 使 用 。 


$1.6 地 球 物理 反 演 问题 求解 


现代 反 演 理论 是 用 信息 论 的 思想 讨论 反 演 问题 的 求解 ,把 反 演 问题 的 求解 视 为 对 通过 观 
测 得 到 的 数据 或 参数 的 实验 信息 、 由 物理 理论 得 到 的 理论 信息 以 及 先 验 信息 的 综合 利用 。 其 
中 , 先 验 信息 的 利用 十 分 重要 ,几乎 贯穿 填 反 演 求 解 的 全 过 程 中 。 例 如 ,实际 问题 通常 是 连续 
的 ,为 了 在 计算 机 中 进行 计算 需要 离散 化 ,如 何 正确 地 进行 离散 化 ,使 得 所 求 的 解 与 “ 真 ” 解 接 
近 而 又 不 至 于 有 太 大 的 计算 工作 量 , 需 要 利用 先 验 信息 ,又 如 仅 由 地 球 表面 的 重力 场 反 演 地 下 
介质 的 密度 分 布 是 一 个 没有 唯一 解 的 问题 ,没有 先 验 信息 无 法 进行 反 演 .但 如 果 人 们 自信 得 足 
够 说 明 介 质 分 布 是 球状 的 或 柱状 的 或 矩形 的 , 则 可 以 导出 十 分 简单 的 反 演 公式 , 求 出 反 演 解 。 

多 数 情况 下 我 们 希望 能 获得 唯一 的 解 ,最 好 是 “ 真 " 解 。 由 于 通常 反 演 问题 的 模型 空间 是 无 
限 维 的 ,数据 空间 是 有 限 维 的 ,因此 反 演 不 是 唯 -- 的 。 再 加 上 观测 数据 中 必然 存在 着 误差 和 于 
扰 , 故 欲 求 得 唯一 的 “ 真 ” 解 是 不 可 能 的 。 一般 只 能 求 得 在 某 种 意义 下 的 唯一 “最 佳 ” 解 。 求 取 这 
种 解 ,需要 根据 某 些 可 接受 的 标准 ,建立 一 个 所 谓 的 “目标 函数 ”( 或 称 ^ 代 价 函 数 ”) , 求 此 目标 
盟 数 的 最 小 值 ( 或 最 大 值 ) 所 对 应 的 一 组 模型 参数 , 即 为 在 某 种 意义 下 的 唯一 “最 佳 ” 解 .最 常用 
的 目标 函数 为 观测 数据 d 与 理论 正 演 计算 出 的 计算 数据 Gm 之 间 的 残 差 平方 和 (或 日 二 阶 范 
数 )。 取 其 最 小 值 所 对 应 的 那 组 模型 参数 作为 “最 佳 ? 解 , 称 为 最 小 平方 解 , 即 在 最 小 残 差 平方 和 
意义 下 的 “最 佳 " 解 。 此 时 反 演 称 之 为 最 小 平方 反 演 。 

0O= | d—Gm | ,—min (1-33) 
其 中 小， 1 ,表示 二 阶 范 数 。 另 一 常用 的 目标 函数 则 是 由 对 模型 参数 的 先 验 概率 分 布 P(djm) 
用 贝 叶 斯 定理 求 出 的 后 验 条 件 概率 。 取 其 最 大 值 所 对 应 的 那 组 模型 参数 作为 “最 佳 " 解 , 称 为 最 
大 后 验 解 或 最 大 似 然 解 , 即 在 最 大 后 验 概率 意义 下 的 “最 佳 ” 解 ,此 时 反 演 称 之 为 最 大 后 验 反 演 
或 最 大 似 然 反 演 。 
QO= Pl(mld)—max as3f7 

这 两 种 目标 函数 所 包含 的 内 涵 代 表 着 理解 反 演 问题 求解 的 两 种 观点 。 以 残 差 平方 和 代表 
的 是 用 代数 方法 求解 反 演 问题 ,希望 在 自然 科学 中 保持 确定 状态 。 它 认为 无 论 观测 数据 还 是 模 
型 参数 都 是 确定 的 量 。 由 确定 的 量 求 取 确 定 的 量 只 能 是 求解 代数 方程 。 从 这 一 观点 出 发 ,对 反 
演 问 题 求解 时 ,连续 反 演 是 求解 积分 方程 问题 ,离散 反 演 是 求解 向 量 方程 问题 ， 虽然 在 多 数 情 
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况 下 不 可 能 求 得 唯一 的 “ 真 " 解 ,借助 于 代数 函数 形式 出 现 的 目标 函数 求 得 在 某 种 意义 下 的 "最 
佳 " 解 , 即 模型 参数 的 某 种 估计 值 . 男 一 种 以 后 验 概率 为 代表 的 观点 来 自 概率 论 , 用 概率 统计 的 
语言 来 描述 反 演 求 解 的 一 般 公 式 ,在 反 演 求解 理论 的 这 一 观点 中 ,把 观测 数据 和 模型 参数 均 作 
为 随机 变量 ,强调 的 主要 方面 是 确定 它们 所 服从 的 概率 分 布 .概率 分 布 确 定 了 ,期 望 值 .特征 值 
等 均 可 以 方便 地 用 一 定 的 公式 计算 出 来 。 当 然 , 从 本 质 上 而 言 , 这 两 种 观点 是 一 致 和 的。 一 个 用 
代数 方法 计算 出 估计 值 常常 正 是 某 种 概率 分 布 的 期 望 值 。 例 如 最 小 二 乘 反 演 就 相当 于 数据 为 
高 斯 分 布 时 的 最 大 似 然 反 演 。 两 种 观点 的 差别 仅 在 于 强调 的 方面 不 同 而 已 ,因而 导致 所 用 的 求 
解 方法 .手段 有 所 不 同 。 本 书 主 要 利用 第 一 种 观点 。 


思考 题 与 习题 


1. 例 举 几 个 观测 数据 4 与 模型 参数 mn 的 关系 4d 二 Gm, 并 说 明 其 中 G 的 含义 。 

2. 简 述 正 、 反 演 问 题 及 其 关系 。 

3. 模型 空间 中 “ 零 空 间 ” 的 存在 意味 着 什么 ? 

4. 当 关 系 m= 二 G 'd 被 确定 之 后 , 若 已 知 d, 其 反 演 解 m 是 否 一 定 可 以 被 唯一 地 确定 ,为 什 
么 ? 

5. 例 举 一 个 地 质 体 模型 ,分 别 用 连续 和 离散 形式 表达 模型 参数 和 观测 数据 之 间 的 关系 ， 
并 写 出 表达 式 。 

6. 阐述 解决 地 球 物 理 反 演 多 解 性 问题 的 基本 思路 . 


第 二 章 ”线性 反 演 理论 及 方法 


在 了 解 了 地 球 物理 反 演 的 任务 和 对 象 之 后 ,让 我 们 来 讨论 一 下 在 地 球 的 物理 资料 反 演 中 
应 用 最 广 \ 研 究 最 为 成 熟 的 线性 反 演 理论 ,特别 是 离散 线性 反 演 的 解法 ， 


S$ 2.1 线性 反 演 理论 的 一 般 论 述 


为 了 使 问题 简单 明了 而 又 不 失 一 般 性 ,我 们 在 此 讨论 一 维 问题 。 设 有 积分 方程 
pe | Gz,W mat (2-1) 
式 中 ,m($) E ZLa,oj。 在 观测 数据 数目 有 限 的 情况 下 ,为 便于 书写 ,我 们 把 各 参量 表示 成 如 下 
形式 


d(zi) = d, G(rt) =G(6)=G, mi)=m 
式 (2-1) 即 为 
下 | cmd: Sh (2-2) 
由 于 m(8) 与 G(x,8) 线 性 无 关 , 则 式 (2-2) 可 以 表示 成 内 积 形式 
d,= (G;,m) (j=1,2,.…,M) (2-3) 
假设 : 


(1)C, 是 线性 无 关 的 一 组 函数 ; 
(2)d, 是 精确 数据 ,满足 方程 (2-3)。 
我 们 先 用 核 滴 数 G; 构造 男 一 组 正 交 消 数 , 即 


MM 
Wi 三 > ayG, (k= 1,2,.,M) (2-4) 
J=1 


式 中 ,a 为 不 同时 为 零 的 常量 参数 , 且 有 2 =—1. 由 于 内 为 一 组 正 交 函 数 , 则 有 


(Ws ,Yj) = 0 (2-5) 
这 里 
ee k= 
0 一 
必 hj (2-6) 


可 见 y 和 G 是 无 限 维 Hilbert 空间 的 一 个 M 维 子 空间 。 我 们 再 以 wu 为 系数 对 观测 数据 由 作 一 
个 线性 组 合 ,并 令 其 为 E,, 则 


M M 
E, = >》 au j= Dy a (Gm) 
nk J=1 


M 
一 | >) Gm | = (Wm) (2-7) 
j=] 


由 此 可 见 ,E, 是 m 在 正 交 基 yi 轴 上 的 投影 。 最 后 ,我们 把 [a,5] 上 的 函数 m 展 成 级 数 
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mm 二 SB,g,d) 一 > B, p+ (2-8) 
这 里 gw( 纪 是 Hilbert 空间 的 任意 坐标 基 ,可 以 正 交 ,也 可 以 是 不 正 交 。 若 将 其 分 成 两 部 分 ,并 取 
入 一 4 (k=1,2,..*,M) (2-9) 
94 为 其 他 任意 坐标 基 。 k 二 M 
则 式 (2-8) 可 写成 


M co 
m= DBy+ 2 Bo (2-10) 
k= hw=Af+! 
可 以 证 明 访 ==E,。 因 为 
E, = (WY ,mm) 


M i 
mn (vy, > By, 下 入 Be) 
1=1 [= 对 +1 


( > 有 wy 下 > Byi9) 
考虑 到 式 (2-5) 及 式 (2-6) ,有 
> Byiy 一 及 


> 有 wy = 0 
t= M+1 


所 以 有 EE, 及。 如 果 考 虑 到 式 (2-10) 中 第 二 项 ,24 Bp, 是 无 限 维 空间 中 一 个 向 量 投影 之 和 ,上 且 
该 向 量 在 M 维 正 交 基 W 中 的 投影 为 零 , 则 对 于 问题 中 的 模型 m, 它 可 视 为 零 向 量 , 即 


m'(t)= 2, Bo9, (2-11) 
$= M+!1 
故 
M 
m(t)= > Ey;+tm’ (2-12) 
=! 


下 面 来 证 明 式 (2-12) 满 足 方程 (2-3)。 将 式 (2-10) 代 人 式 (2-3) 右 端 得 
(G,, EW 让 ， 2, Bg | 


pr (6, 2 Ep 十 Ee > Bp) 
将 式 (2-4) 和 式 (2-7) 代 入 ,并 考虑 到 G 为 M 维 正 交 空间 的 向 量 , 即 
(Gj;»,m)= > Dj) oud >) on(G;,G,) 0 


4 一 (一 1 


M M 
= 2) 2 oudia, 


kl /一 1 


Es d; 
从 上 面 的 讨论 可 以 得 出 以 下 几 个 结论 : 
(1) 给 定 一 组 观测 数据 dj(j 二 1,2,…,M) ,总 能 找到 一 个 模型 m(8) 使 之 满足 
dj;= (G,,m) (J 一 1, 2 A1) 
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即 解 的 存在 性 得 到 解决 。 ， 
(2) 根 据 观 测 数据 所 构 制 的 模型 m 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 为 2 BPY, 它 取 次 于 观测 数 


据 dj. 第 二 部 分 为 m -> EW, 它 与 观测 数据 无 关 。 由 式 (2-12) 可 知 , 模 型 构 制 过 程 就 是 对 


核 函 数 G 实行 正 交 变 换 并 求 模型 在 正 交 基 w 上 投影 的 过 程 。 

(3) 从 式 (2-12) 中 可 以 看 出 , 反 演 问题 的 解 m 是 非 唯 一 的 。 这 种 非 唯 一 性 完全 由 m" 所 决 
定 。 由 于 m" 是 无 限 维 的 ,所 以 满足 方程 的 模型 有 无 限 多 。 

(4) 在 所 有 能 拟 合 观测 数据 的 模型 中 ,根据 正则 化 思想 , 取 


mz= | DEy+m | 
kl 


; 
| Oo Eylli+ lm ll: 
4 一 ] 


MM 
= > E+0 (2-13) 
k=1 


的 模型 ,就 是 "最 小 模型 "或 “圆滑 模型 *。 这 个 最 小 模型 能 拟 合 观测 数据 而 又 无 零 空间 的 影响 。 
显然 ,最 小 模型 是 正 交 坐标 系 y 中 的 一 个 向 量 , 也 可 以 看 成 核 函数 G 的 一 种 线性 组 合 


= 2Y/6, (2-14) 


这 里 7X; 为 与 观测 数据 有 关 的 参数 。 

(5) 根 据 观测 数据 可 直接 求 得 反 演 问 题 的 唯一 解 一 一 最 小 模型 ,而 模型 的 构 制 过 程 实际 上 
是 寻找 正 交 坐标 基 yi 的 过 程 。 

对 于 方程 (2-3) ,会 因 条 件 不 同 而 具有 不 同形 式 , 以 致 构 制 出 不 同类 型 的 反 演 问题 , 设 观测 
数据 的 数目 为 M ,待定 模型 参数 数目 为 N,G 为 MXN 阶 和 矩阵 ,其 秩 为 >, 则 有 以 下 几 种 情况 : 
当 M=r 时 ,观测 资料 提供 了 确定 模型 参数 的 “不 多 不 少 ” 的 信息 ,这 种 问题 称 适 定 问题 ; 当 M 
> 六 一 -时 ,观测 资料 提供 了 多 于 模型 参数 数目 的 信息 ,此 问题 称 为 超 定 问题 ; 当 M= 一 N 
时 ,观测 资料 提供 的 信息 不 足以 确定 模型 参数 ,此 时 称 为 欠 定 问题 ; 当 M>N>r 时 ,虽然 有 足 
够 多 的 观测 数据 , 却 仍 然 不 足以 提供 确定 N 个 模型 参数 的 独立 信息 ,此 称 为 混 定 问题 ,求解 上 
述 不 同类 型 线性 反 演 问题 ,所 采用 的 方法 是 有 区 别 的 ,我 们 将 在 下 一 节 中 作 详 细 论 述 。 


2.2 线性 反 演 问题 求解 的 一 般 原 理 


2.2.1 长 度 的 概念 


求解 线性 反 演 问题 Cm=d 的 最 简单 方法 建立 在 度量 由 “估计 的 模型 参数 ”me' 所 “预测 的 
数据 "di" (一 Gm”) 与 实际 观测 数据 de* 之 间距 离 ( 或 长 度 ) 之 大 小 的 基础 上 。 

为 了 说 明 长 度 的 度量 可 能 与 反 演 问题 的 解 有 关 , 我 们 来 研究 数据 的 直线 拟 合 这 样 -个 简 
单 的 问题 (图 2-1) 。 对 此 问题 经 常 可 以 利用 所 谓 的 最 小 二 乘法 来 求解 。 在 使 用 这 一 方法 时 , 力 
求 选取 模型 参数 ( 截 距 和 斜率 ) 使 预测 数据 尽 可 能 接近 观测 数据 ,对 每 次 观测 都 规定 一 个 预测 
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误差 ( 试 错 拟 合 )e,(e,=d* 一 dr”") ,那么 最 佳 拟 合 直 线 便 是 其 模型 参数 能 使 总 误差 最 小 的 那 
E= 六 /条 (2-15) 
总 误差 E( 单 个 误差 的 平方 和 ) 恰 好 是 向 量 e 的 欧 几 里 德 长 度 之 平方 ,或 者 写成 巨 =e'e。 





图 2-1 用 最 小 二 乘 直线 拟 合 说 明 * 长 度 "的 概念 
(a) 数 据 对 (=,d) 的 最 小 二 乘 直线 拟 合 ; (b) 每 一 次 观测 的 误差 是 观测 数据 和 预测 数据 之 间 的 益 值 :e, 一 does ap" 


最 小 二 乘法 是 通过 求 模 型 参数 来 估计 反 演 问题 的 解 。 这 些 参 数 是 估计 数据 de*' 的 长 度 的 某 
一 特定 度量 ,也 就 是 使 g”" 与 观测 值 之 间 的 欧 几 里 德 距离 取 极 小 值 .正如 下 面 将 要 详细 叙述 的 ， 
在 以 长 度 的 度量 为 指导 原则 来 解 反 演 问题 的 方法 中 ,最 小 二 乘法 是 最 简单 的 一 种 。 

应 当 注意 ,尽管 欧 几 里 德 长 度 是 定量 表示 向 量 大 小 或 长 度 的 一 种 方法 ,但 却 决 不 是 唯一 可 
能 的 度量 。 例 如 ,用 向 量 元 素 的 绝 叶 候 之 秩 必 者 能够 猴 妹 起 定量 表示 其 长 度 。 

术语 范 数 经 常 作为 长 度 或 大 小 萝 某 称 优 是? 任 秆 朋 2 组 双 紧 直 线段 来 表示 ,如 | e | 即 为 
向 量 e 的 范 数 。 以 向 量 元 素 的 ”次 赛 之 和 为 基础 的 范 数 是 最 常用 的 ,并 且 称 之 为 二 ,其 中 的 
是 寡 : 

六 范 数 , |e,=[ 22 1e,1] 


7 范 数 : le i= [2 Li 


1 范 数 : De 有 ,=[ 2 le,.1"]” (2-16) 
随 着 范 数 次 数 的 逐步 提高 ,e 的 最 大 元 素 的 权 也 逐步 增 大 。 在 n 一 oo 的 极限 情况 下 , 仅 只 最 大 的 
元 素 才 有 非 零 的 权 ;因而 , 它 等 价 于 选择 具有 最 大 绝对 值 的 向 量 元 素 作为 长 度 的 度量 ,并 且 写 
成 
Lm 范 数 : | el =maxle| (2-17) 
最 小 二 乘法 系 用 7 范 数 来 定量 表示 长 度 。 那 么 为 什么 选用 这 一 范 数 而 不 选用 其 他 范 数 
呢 ? 对 这 一 问题 的 回答 要 看 所 选择 的 给 远离 平均 趋势 的 数据 加 权 的 方式 (图 2-2)。 如 果 数 据 是 
非常 精确 的 ,那么 某 一 预测 值 落 在 远离 其 观测 值 的 地 方便 是 重要 的 因素 了 .这 时 应 利用 高 次 范 
数 ,因为 它 对 较 大 的 误差 加 的 权 也 较 大 。 相 反 ,如果 数据 在 趋势 方向 的 周围 散布 很 广 ,那么 考虑 
几 个 大 的 预测 误差 就 没有 什么 意义 了 。 这 时 应 利用 低 次 范 数 ,因为 它 对 不 同 大 小 的 误差 所 加 的 
| 权 近 于 相等 。 
| LF 
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z 


图 2-2 数据 对 (z,d) 的 直线 拟 合 
(其 中 的 误差 是 以 Li,Ls 及 Lw 范 数 度量 的 。 Li 范 数 对 离 群 点 所 加 的 权 最 小 ) 


2.2.2 适 定 与 超 定 问题 的 求解 

由 于 存在 着 观测 误差 及 问题 的 不 稳定 性 ,求解 地 球 物理 反 演 问题 的 精确 解 毫 无 意义 。 假 定 
我 们 期 望 得 到 一 组 与 观测 数据 之 间 误 差 平方 和 为 最 小 的 预测 数据 所 对 应 的 模型 参数 ,即使 得 
差 E 为 最 小 的 解 , 其 形式 为 

E=e'e=(d—Gm)'(d—Gm)—min (2-18) 

这 样 的 解 是 在 范 数 L, 极 小 的 条 件 下 求 得 的 ,因此 称 这 种 方法 为 最 小 Li 解法 , 亦 称 最 小 二 乘 
法 。 

为 了 不 失 一 般 性 ,我 们 先 假设 观测 数据 d 为 M 维 向 量 , 模 型 参数 m 为 N 维 向 量 , 且 有 M 
> 入 , 则 式 (2-18) 的 求解 可 转化 为 一 个 线性 方程 组 的 求解 ， 即 


E=e'e = > 一 Yom — Gum) min (2-19) 
考虑 到 这 是 一 一 个 多 元 函数 的 极 小 问题 , 令 aE /am, 一 0 el 2,…,N), 则 

闫 -二 (Dmm 2 pe on 十 Dad) (2-20) 
式 (2-20) 右 边 第 一 ee 1 

二 | 2 m DG, Gi | 


~N ad 
攻 350 ma + Sm, ) 30, Gu 一 2 0,.m, OO (2-21) 
=] imw] 


jm1 Am 和 1 


注意 am/am， PA 第 二 项 偏 导 函数 为 
| Dm, Po) 
一 一 2 yb SGud, 
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M 
一 一 2 2Gd, 


(2-22) 


因为 第 三 项 中 不 包含 加 的 要 素 , 故 其 偏 导数 为 零 。 将 以 上 三 项 结果 代 回 到 式 (2-20) 中 ,并 


令 其 等 于 零 , 即 有 : 
aE _ 
on, 
将 式 (2-23) 用 和 矩阵 形式 表示 
G'Gm=G'd 


N M M 
= 2 m2 GG 一 2>Gudi 一 0 (g 一 1 ,2,°"",N) 
站 1 1 


(2-23) 


(2-24) 


我 们 来 看 一 个 简单 的 例子 。 假 设 有 一 组 观测 数据 d;(i==1,2,3,…,M), 它 们 与 模型 参数 


1 yy 1T13 满足 方程 
d;:=mi 二 mr, ms y; i 二 1] ,2,3,"*,M,M>3 
其 中 zx,,y; 为 空间 坐标 ,因此 方程 Gm==d 的 形式 为 


1 II Yi 英 
?7711 
1] ZX JJ 。 cd 
. . 大 m2 . 
3 上 
- 1 +» 1 ! M > 2 y 


] Xxy yu 2 Diy 2 


及 
d 
| > 2 4 
oe ct " 一 Zi， 
WY ye yu | yd 
于 是 , 解 为 
M 2 Dl [Sa 


m=[G'G]-'G™d= P37 ,2 Dj zy: 2 zd 
Dy Pry DH) {Dyd 


它 构 造 了 一 个 最 小 二 乘 拟 合 平面 d= 二 mm 十 mzzx 十 msy( 图 2-3)。 
2.2.3 欠 定 问题 的 求解 


Ds Ds Dey 


(2-25) 


(2-26) 


(2-27) 


(2-28) 


(2-29) 


上 面 所 讨论 的 求解 方法 实际 上 是 针对 适 定 或 超 定 问题 的 ,然而 在 欠 定 问题 情况 下 ,用 上 述 


方法 不 能 确定 唯一 的 解 , 因 此 需要 寻找 其 他 的 途径 。 


假定 已 辨认 出 反 演 问题 Gm 二 d 是 一 个 纯 欠 定 问题 。 为 了 简单 起 见 ,假设 方程 数 比 未 知 的 
模型 参数 少 , 即 M<N ,而且 在 这 些 方程 中 有 相 容 的 , 则 有 可 能 找 出 不 只 一 个 误差 E 为 零 的 解 
(事实 上 ,我 们 将 看 到 欠 定 线性 问题 有 无 穷 多 个 这 样 的 解 )。 虽 然 数据 能 提供 有 关 模 型 参数 的 信 


息 , 但 却 不 能 提供 足够 的 信息 来 唯一 地 确定 模型 参数 。 


为 了 获得 反问 题 的 解 m” ,必须 拥有 能 精确 地 选 出 其 误差 E 为 零 的 无 穷 多 个 解 中 某 一 个 
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解 的 方法 。 要 做 到 这 一 点 ,就 得 把 某 些 引起 未 
包含 在 方程 Cm 一 d 中 的 信息 附加 到 该 问题 
中 。 这 些 附 加 的 信息 称 为 先 验 信息 。 先 验 信息 
可 以 取 许 多 形式 ,但 对 每 一 情形 , 它 都 使 得 关 
于 解 的 特性 之 期 望 以 定量 的 形式 出 现 , 且 这 些 
期 望 并 不 依赖 于 实际 数据 。 

例如 ,在 仅 通过 一 个 数据 点 的 直线 拟 合 情 
形 中 ,可 能 会 有 直线 也 通过 原点 这 一 期 望 。 现 
在 ,这 一 先 验 信息 便 给 出 足够 的 信息 来 求 得 反 
演 问题 的 唯一 解 ,因为 两 个 点 (一 个 是 数据 , 另 
一 个 是 先 验 信息 ) 确 定 一 条 直线 。 图 2-3 数据 (z,y'd) 的 最 小 二 乘 平面 拟 合 

另外 一 个 先 验 信 息 的 例子 涉及 到 模型 参 
数 具 有 一 给 定 的 符号 ,或 者 位 于 某 一 给 定 的 区 间 的 期 望 。 例 如 ,假定 模型 参数 代表 地 球 中 不 同 
点 处 的 密度 。 甚至 不 做 任何 测量 , 便 能 肯定 密度 处 处 大 于 零 , 因 为 密度 是 固有 的 正 值 。 此 外 , 因 
为 可 以 合理 地 假设 地 球 内 部 是 由 岩石 组 成 的 ,所 以 其 密度 值 必定 在 表示 岩石 特征 的 某 一 已 知 
范围 内 ,比方 说 在 1 一 100g/cm: 之 间 。 如 果 在 解 该 反 演 问题 时 能 利用 这 一 先 验 信息 ,就 可 以 大 
大 缩小 七 或 者 甚至 得 到 唯一 的 解 。 

令 人 不 大 满意 的 是 ,必须 对 反问 题 附加 先 验 信息 才能 挑选 出 一 个 解 。 这 些 信息 从 何 而 来 ? 
其 可 靠 程 度 如 何 ? 对 这 些 问 题 ,并 没有 严格 的 回答 。 在 某 些 情况 下 有 可 能 确定 一 个 合理 的 先 验 
假设 ,而 在 另外 一 些 情 况 下 却 做 不 到 这 一 点 。 显 然 , 先 验 信 息 的 重要 性 主要 取决 于 打算 在 估计 
模型 参数 时 如 何 使 用 它 , 如 果 只 是 想得到 对 问题 解 的 一 个 范例 ,那么 先 验 信息 的 选取 并 不 重 
要 。 然 而 ,如 果 想 要 给 出 取决 于 估计 值 的 唯一 论证 ,那么 先 验 假设 的 正确 性 便 是 头等 重要 的 了 。 
在 估计 一 个 非 唯一 反问 题 的 模型 参数 时 ,必须 重视 这 些 问题 。 对 于 反问 题 , 有 其 他 类 型 的 不 依 
赖 于 先 验 信息 的 “答案 "(例如 局 部 化 的 平均 值 ) ,不 过 ,这 些 “ 答 案 ” 总 是 不 如 模型 参数 的 估计 值 
容易 解释 。 

我 们 将 研究 的 一 类 先 验 假设 是 ,反问 题 的 解 是 “简单 的 ”这 一 期 望 ,其 中 “简单 的 "这 一 概念 
用 解 的 长 度 的 某 种 度量 来 定量 表示 。 解 的 欧 几 里 德 长 度 工 =m'Tm 二 》)m? 就 是 这 种 度量 。 于 
是 ,在 7. 范 数 度量 下 ,如 果 长 度 工 很 小 ,就 把 所 得 到 的 解 规定 为 “简单 的 >”。 然 而 公认 的 是 ,这 
种 度量 也 许 并 不 是 “简单 的 ”特别 实际 的 度量 。 它 可 能 偶尔 有 用 ,我 们 将 简略 地 描述 如 何 把 它 推 
广 为 更 实际 的 度量 。 当 模型 参数 描述 流动 液体 内 各 个 不 同 点 之 速度 时 , 解 长 度 也 许 有 实际 意 
义 , 即 长 度 /是 流体 动能 的 度量 。 在 某 些 情况 下 , 适 于 求 出 液体 内 的 速度 场 , 该 速度 场 满足 使 
数据 的 解 有 最 小 可 能 的 动能 。 

我 们 提出 以 下 的 问题 ; 求 在 e=d 一 Gm==0 约束 下 使 也 一 mTm 一 > mi? 极 小 的 m*。 利用 拉 
格 朗 日 乘 子 法 很 容易 求解 这 一 问题 。 

使 函数 











Bm)= 1+ > ie = 2 十 > il4 一 >c mm | (2-30) 
式 中 的 入 是 拉 格 朗 日 乘 子 。 对 mm， 取 极 小 ， 取 上 式 的 导数 ， 得 
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MM 
一 一- 2m, 一 > 4G, (2-31) 
ts™=) 


令 式 (2-31) 等 于 零 ,并 且 再 写成 矩阵 形式 得 到 方程 2m = 二 G 4。 此 方程 必须 与 约束 方程 Gm=d 

一 同 求解 ,把 2m= 二 GA 代入 Gm==d 则 得 d= 二 Gm 二 G(G'4/2), 注 意 , 和 矩阵 GG 是 一 个 NXN 阶 

方 阵 。 如 果 它 的 逆 和 矩阵 存在 ,就 能 解 此 方程 求 出 拉 格 朗 日 乘 子 , 即 2=2(GG')…'d。 然后 把 4 的 
表达 式 代 入 2m 王 CI, 得 到 的 解 为 

me“ 一 OCTC(OGI) -1d (2-32) 

m™' 是 在 极 小 儿 ==m 'm 意义 下 得 到 的 最 小 模型 。 最 小 模型 解 只 有 在 纯 欠 定 情况 下 才 有 意 


2.2.4 混 定 问 题 的 求解 


大 多 数 地 球 物理 反 演 问题 , 既 不 是 完全 超 定 ,也 不 是 完全 欠 定 ,而 是 表现 为 一 种 混 定形 式 ， 
就 观测 数据 与 模型 参数 数目 而 言 ,M>N 表现 为 超 定 ,但 GTG 的 特征 值 有 接近 或 等 于 零 的 情 
况 ( 秩 r<NN), 又 具有 欠 定 性 质 , 显 然 无论 用 最 小 二 乘法 还 是 用 最 小 模型 法 求解 这 类 问题 ,都 不 
能 得 到 满意 的 结果 ,如 果 我 们 把 求解 超 定 问 题 和 欠 定 问题 的 目标 函数 综合 一 下 , 取 它 们 的 线性 
组 合 , 即 目标 函数 (im) 为 
Dm)=E+t+eL=(d—Gm)'(d—Gm) tem'm (2-33) 
求 2 至 一 0, 则 得 
(G'G+e:ND m=G"d (2-34) 
式 中 ,se 称 为 阻尼 因子 或 加 权 因 子 , 它 取决 于 预测 误差 忆 与 模型 长 度 工 在 极 小 化 过 程 中 的 相 
对 重要 性 。 
如 果 所 取 的 e 足够 大 ,那么 这 一 方法 明显 地 使 解 的 欠 定 部 分 达到 极 小 。 可 惜 的 是 , 它 也 有 
使 解 的 超 定 部 分 达到 极 小 的 趋势 。 其 结果 ,所 得 到 的 解 将 不 一 定 会 使 预测 误差 已 极 小 ,因而 它 
本 身 也 就 不 会 是 真实 模型 参数 的 一 个 非常 好 的 估计 。 如 果 令 。 等于零 , 则 将 使 预测 误差 极 小 ， 
但 是 却 不 存在 任何 先 验 信息 用 于 选 出 欠 定 的 模型 参数 。 不 过 ,有 可 能 找 出 。 的 某 一 折衷 值 ,在 
使 欠 定 部 分 解 的 长 度 近似 取 极 小 的 同时 使 E 近似 达到 极 小 。 没 有 什么 简单 方法 来 确定 。 的 折 
衷 值 应 该 多 大 ,e 的 折衷 值 必须 用 尝试 法 来 确定 。 用 非常 类 似 于 导出 最 小 二 乘法 的 方式 求 
Blm) 的 极 小 ,可 得 到 
m=(G'G++eI)-'G™d (2-35) 
这 一 模型 参数 估计 值 称 为 阻尼 最 小 二 乘 解 。 这 种 反 演 方法 叫 马 夸 特 (Marguarot) 法 .用 这 
种 方法 求解 混 定 问题 ,误差 的 概念 已 经 推广 到 不 仅 包 括 预 测 误差 而 且 还 包括 解 误差 .可 以 说 问 
题 的 从 定性 在 这 里 得 到 了 阻尼 。 
此 外 ,解决 混 定 问题 的 另 一 种 有 效 的 方法 是 求解 G 的 一 种 广义 着。 


2.2.5 模型 构 制 中 加 权 函 数 的 应 用 


在 许多 情形 中 ,LL 二 mm 并 不 是 解 的 简单 性 的 一 个 非常 好 的 度量 。 例 如 ,假定 拟 解 一 个 有 
关 海 洋 中 密度 扰动 的 反问 题 ,就 不 能 要 求 找到 一 个 在 荆 最 接近 于 零 意义 下 的 最 小 解 ,而 应 要 
求 找 出 在 最 接近 于 某 一 其 他 值 意义 下 的 最 小 解 , 如 海水 的 平均 密度 。 因 而 区 的 明显 推广 是 
1.= (m— (m))" (m— (m)) (2.36) 
式 中 的 Lm) 是 模型 参数 的 先 验 值 。 
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有 时 把 长 度 的 整体 概念 作为 简单 性 的 一 种 度量 是 不 恰当 的 。 例 如 , 当 解 是 平滑 的 ,或 者 是 
某 种 意义 下 平坦 的 ,就 会 觉得 此 解 是 简单 的 。 而 当 模 型 参数 代表 像 密度 或 X 射线 暗 度 这 样 一 
个 离散 化 了 的 连续 函数 时 ,这 些 度量 就 可 能 是 特别 合适 的 .可 能 有 模型 参数 仅仅 随 着 位 置 的 不 
同 而 缓慢 变化 的 期 望 。 幸 运 的 是 ,把 长 度 的 推广 作为 度量 ,就 很 容易 定量 表示 像 平 坦 这 样 的 性 
质 。 例如 , 某 一 空间 连续 函数 的 平坦 性 可 用 其 一 次 导数 的 范 数 来 定量 表示 。 对 于 离散 的 模型 参 
数 , 可 以 把 实际 相 邻 的 模型 参数 之 间 的 差 作 为 导数 的 近似 。 因 而 向 量 m 的 平坦 度 屎 为 


一 ] ] mi) 
—] ] 7772 
F= 四 | (2-37) 
| 
一 ] 1| 了 


式 中 的 D 是 平坦 度 和 矩阵 。 简单 性 的 其 他 度量 方法 也 可 用 一 个 矩阵 与 模型 参数 相 乘 来 表示 。 例 


如 , 解 的 粗糙 度 可 以 用 二 阶 导数 定量 表示 。 因 而 与 模型 参数 相 乘 的 矩阵 将 有 包含 […1 一 2 
1…j 的 行 。 这 样 解 的 整个 粗糙 度 或 平坦 度 的 度量 刚好 是 长 度 
L=F'F=(Dm)' (Dm)=m'"D' Dm=m' Wm (2-38) 
矩阵 W, = 二 =D'D 可 解释 为 参与 计算 的 一 个 加 权 因 子 , 而 计算 则 是 对 向 量 m 的 长 度 进行 的 ，。 
因而 解 的 简单 性 的 度量 可 推广 为 
L=(m— (m)) Wm— (m)) (2-39) 


通过 适当 地 选择 先 验 模型 向 量 (m) 和 加 权 和 矩阵 W, ,就 可 以 使 简单 性 的 度量 的 许多 变种 达到 定 
量 。 
预测 误差 的 加 权 度 量 也 是 有 用 的 。 经 常 有 某 些 观测 值 的 精度 比 另 外 一 些 观测 值 的 精度 高 
的 情况 发 生 。 在 这 种 情况 下 ,通常 倾向 于 在 总 误差 已 的 定量 表示 中 ,对 比较 精确 的 观测 值 , 其 
预测 误差 e 上 所 加 的 权 大 于 对 不 精确 的 观测 值 的 权 。 为 了 完成 这 种 加 权 , 定 义 一 个 广义 预测 
误差 
E=e'™W.e (2-40) 
其 中 的 权 W, 确定 了 每 个 单独 的 误差 对 总 预测 误差 的 相对 贡献 。 
在 正常 情况 下 ,是 选 一 对 角 阵 作为 W,。 例 如 ,如 果 M=5, 并 且 已 知 第 三 个 观测 值 的 精度 是 
其 他 四 个 的 两 倍 , 则 有 
diag(W.) = [1,1,2,1,1] (2-41) 
因此 ,可 以 把 上 述 反 演 问题 的 解 修改 一 下 ,使 之 考虑 预测 误差 和 解 的 简单 性 的 这 些 新 度 
量 。 其 推导 与 没有 加 权 的 情形 基本 相同 ,只 不 过 代数 运算 更 加 元 长 。 
地 球 物 理 资料 反 演 中 ,加 权 函 数 或 加 权 和 矩阵 得 到 普遍 应 用 .下 面 是 前 面 已 讨论 的 几 种 问题 
的 “加 权 ” 解 ; 
(1) 加 权 最 小 二 乘 解 
如 果 方 程 Cm 一 d 是 完全 超 定 的 , 则 可 通过 使 广义 预测 误差 EE 二 eT™W,e 极 小 来 估计 模型 参 
数 。 由 此 所 得 到 的 解 为 
m=(G'W.G)-'G'™W.d (2-42) 
(2) 加 权 最 小 范 数 解 
如 果 方 程 Gm 二 d 是 完全 欠 定 的 , 则 可 通过 选取 最 简单 的 解 来 估计 模型 参数 ,其 中 的 简单 
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性 是 由 广义 长 度 工 = (m 一 4m)) "Wm 一 (m)) 确 定 的 。 将 式 (2-32) 中 的 m 由 mm 一 lm) 代替 ,ad 
由 d 一 Glm) 代 替 , 由 此 所 得 到 的 解 为 
=(m)+W.G' (GW,G') !(d—G(m)) (2-43) 
(3) 加 权 阻 尼 最 小 二 乘 解 
如 果 方 程 Gm 二 d 是 稍微 欠 定 的 , 则 经 常 能 通过 使 预测 误差 和 解 长 度 的 组 合 E 十 exL 极 小 
来 求解 。 由 尝试 法 来 选取 参数 s, 使 产生 的 解 具 有 适当 小 的 预测 误差 。 因 而 解 的 估计 值 为 
m=(m)+ (GW.G+eW,.) GW.(d—Glm)) (2-44) 
它 等 价 于 
m=(m)+W.G' (GW,.G' +eW,) '(d—G(m)) (2-45) 
由 此 可 见 , 在 构 制 模型 时 , 既 可 以 对 预测 误差 加 权 , 也 可 以 对 模型 参数 加 权 。 加 权 后 的 模型 
虽然 都 可 以 拟 合 观 测 数据 (在 预测 误差 下 ), 但 却 千差万别 。 应 该 明确 ,对 预测 误差 或 模型 参数 
加 权 实 际 上 是 一 种 先 验 信息 的 应 用 ,是 解释 人 员 根 据 其 对 观测 资料 及 模型 参数 的 了 解 而 强加 
的 一 种 限制 或 约束 ,也 可 认为 是 正则 化 的 一 种 手段 。 


2.2.6 其 他 类 型 先 验 信 息 的 应 用 


通常 遇 到 的 一 种 类 型 的 先 验 信 息 是 模型 参数 的 某 一 函数 等 于 一 个 常数 。Fm 一 户 形式 的 线 
OR 例如 ,要 求 模 型 参数 的 平均 值 必须 等 于 某 一 值 hh ,就 是 这 样 一 
个 约束 : 


Fm=N[1 1 1.%1]| .|=[h]=h (2-46) 


7172 N 


男 一 个 这 样 的 约束 是 要 求 某 一 特定 的 模型 参数 等 于 某 一 给 定 值 


ml 


m 
Fm=[0 0…0 1 0.%0]| .|=[h]=h (2-47) 


经 常 出 现 的 一 类 问题 是 ,在 最 小 二 乘 意 义 下 ,同时 在 模型 参数 之 间 有 Fm==h 形式 的 线性 
关系 得 到 精确 满足 的 先 验 约束 下 ,求解 反问 题 Gm==d。 实现 这 一 约束 的 一 种 方法 是 ,把 约束 方 
程 也 包含 在 Cm 一 4 中 ,使 其 每 一 约束 方程 成 为 Gm 二 d 的 一 行 ,然后 调整 加 权 和 矩阵 W,, 使 这 些 
约束 方程 与 其 他 方程 相 比 具有 无 限 大 的 权 ( 实 际 上 只 能 对 它们 加 相当 大 却 有 限 的 权 )。 然 而 要 
使 这 些 约束 的 预测 误差 等 于 零 , 就 得 不 惜 增 加 其 他 方程 的 预测 误差 。 

为 一 种 实现 这 类 约束 的 方法 是 拉 格 朗 日 乘 子 法 。 通 过 建立 函数 


Bm) = 之 | Dem)’ 二 2 2 Fum, 一 人 (2-48) 
在 约束 Fm 一 h 二 0 下 使 E=e re 极 小 (其 中 有 轧 个 约束 .2X 是 拉 格 朗 日 乘 子 ), 然 后 令 @(m) 对 
模型 参数 的 偏 导数 等 于 零 ,得 到 

Pe 2 nm > ce， - 296 + 2 PF =0 (2-49) 


必须 把 这 些 方程 同 约束 方程 pin= h 联 立 求解 才能 得 到 估计 的 解 ， 
用 和 矩阵 形式 表示 ,这 些 方 程 为 
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虽然 可 以 对 这 些 方 程 进 行 运算 来 得 到 mm” 的 隐 型 表达 式 , 但 是 若 绸 乘 以 方 阵 的 逆 来 直接 解 这 
N 十 p 个 线性 方程 组 ,以 求 得 NN 个 模型 参数 估计 值 和 p 个 拉 格 朗 日 乘 子 则 常常 是 更 方便 的 ，。 

考虑 数据 的 直线 d;= 二 mi 十 mzz; 拟 合 问题 ,其 中 的 先 验 信息 是 直线 必须 通过 点 (<',d')( 图 
2-4) 。 模型 参数 有 两 个 : 截 距 | 和 和 斜率 Myo p=1 个 约束 是 d 二 十 1mzz' ,或 者 











mi) 
Fm=[1,2]|" |=[a']=h (2-51) 
Lin, 
则 该 问题 的 解 为 
mm N Zz, 171™'r2d., 
mY |= |Zz2, Zz? 2 zs (2-52) 
A 1 ~! 0 1 





另 一 种 先 验 约束 是 Fm 之 h 形式 的 线性 不 等 式 约束 (对 不 等 式 可 以 一 部 分 一 部 分 地 解释 )。 
注意 ,不 等 形式 也 包括 “ 记 ” 不 等 式 , 因 为 原 式 两 边 同 
乘 以 一 1 就 变 成 Fm 宇 h 形式 。 这 一 类 型 的 先 验 约束 
用 于 其 中 的 模型 参数 为 固有 的 正 值 , 即 m, 二 0 的 问 
题 ,也 用 于 已 知 角 拥 有 某 种 边界 时 的 一 些 其 他 情况 。 
于 是 对 于 超 定 问题 ,可 以 提出 一 种 新 类 型 的 约束 最 
小 二 乘 解 ,也 就 是 在 给 定 的 不 等 式 约束 下 使 误差 极 
小 的 解 。 先 验 不 等 式 约束 也 可 用 于 欠 定 问题 .可 以 找 
出 求解 Cm 一 d 和 Fm 之 h 的 最 小 解 。 这 些 问 题 也 可 用 
简明 的 方法 求解 。 





2-4 数据 (z,d) 的 直线 最 小 二 乘 拟 合 、 
对 拟 合 直线 的 约束 是 它 必 须 通过 点 (= ,d') 


2.3 离散 线性 反 演 问题 的 解法 


我 们 在 第 一 章 》1. 3 节 中 讨论 了 地 球 物理 反 演 问题 数学 物理 模型 。 在 实际 工作 中 更 多 的 
是 离散 的 问题 , 即 观测 数据 或 模型 参数 都 是 离散 的 。 我 们 可 以 把 观测 数据 d 与 模型 参数 im 之 
闻 的 关系 写成 一 个 矩阵 方程 , 即 
Gm=d (C2753) 
这 里 的 6 为 mXn 阶 和 矩阵 ,d 为 已 知 的 mm 维 观测 数据 ,m 为 待 求 的 维 模型 参数 ,这 样 ,问题 就 
转换 成 求解 方程 (2-53) 的 问题 了 。 由 于 G 可 以 是 任意 阶 的 矩阵 ,因此 ,问题 就 在 于 如 何 寻 找 一 
个 G 的 广义 逆 。 


2.3.1 广义 道 的 一 般 概念 
2.3.1.1 广义 逆 4 的 概念 及 性 质 
设 和 矩阵 
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Ci Ci Qin 
Q21 Ca 1 dy2, 


4 一 , ， (2-54) 


Uml m2 Ss 0 


如 果 当 mn, 存在 秩 rank (4) 二 m, 当 m 之 n, 存 在 秩 rank(4) 一 *, 则 称 这 种 矩阵 为 满 秩 和 矩阵 ， 
前 者 称 为 行 满 秩 和 矩阵 ,后 者 称 为 列 满 秩 矩阵。 显然 , 满 秩 矩阵 具有 如 下 性 质 . 
rank (AAT),x,=m, 当 m 达 n 时 (2-55) 
rank (ATA),x,=n, 当 mn 时 (2-56) 
对 于 满 秩 矩阵 4, 若 m 夺 nn, 且 存 在 nXm 阶 和 矩阵 G, 使 得 4G 二 1,x, 则 称 G 为 4 右 道 ,用 
4R 表示 , 即 


AAR!=1,x» (2-57) 
车 mw 之 n, 且 存在 m Xn 阶 和 矩阵 G, 使 得 G4A==7,x,, 则 称 G 为 A 左 逆 , 用 4A7! 表示, 即 
Ar'A=1,x, (2-58) 
由 于 A 4 和 A4" 为 满 秩 方 阵 , 故 存在 


(44 )(447)-1==7 
(A'A) (ATA)=1,、, 
将 两 式 与 式 (2-57) 和 式 (2-58) 相 比较 可 得 
Ar!'!=A'(AAT)-™! (2-59) 
Ar'=(A'A)-IAT (2-60) 
这 里 ,只 有 当 1 一 认 时 , Ar! 和 AD 才 同 时 存在 , 且 等 于 普通 逆 必须 指出 , 满 秩 矩阵 4 
的 逆 ( 无 论 右 逆 还 是 左 逆 ) 都 不 是 唯一 的 。 
对 于 满 秩 矩阵 4, 我 们 可 以 给 出 它 右 逆 和 左 逆 的 一 般 形 式 
右 逆 :G 二 VAT(AVAT)-! (2-61) 
左 道 :G=(4TrY4)-:47VY (2-62) 
式 中 ,YY 为 适当 阶 数 的 任意 矩阵 。 对 于 式 (2-61) 给 出 的 右 逆 ,要 求 rank (AVAT) = 二 rank (4)=mn。 
对 于 式 (2-62) 给 出 的 左 逆 , 要 求 rank(ATVA) 二 rank (4) 二 n。 
下 面 我 们 举例 说 明 。 
例 1 设 和 矩阵 
1 2 一 1 
4=|。 一 1 2 | 


其 右 逆 可 由 式 (2-59) 来 获得 , 即 





Ax! =A'(AAT)-! 
1 031 - 
| | a 
一 | 2 一 1 
一 4 5 
一 1 2 
5 4 
二 
一 这 |6 2 
3 8 
不 难得 知 4481 王 7。 如 果 选 择 
1] 0 0 
Y 一 |0 1 0 
0 0 0 
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则 满足 rank(4VY47I)=rank(4) 一 2。 按 式 (2-61) 可 得 另 一 右 逆 
G =VA' (AVA')-! 


1 :0 0 1 0 0 
| 
0 0 0JL 一 1 2 = 
| 
Ee 
lL 


0 0 


1 2 
2 1 
1 1 


其 左 逆 可 由 式 (2-60) 来 求 得 , 即 
47 一 (4T4)-147 


-| | 二， 2 
“ls 6Jj zl 
-二 | 一 7 | 
llL7 一 4 1 


由 此 可 知 47 4 一 12xz。 如 果 选 择 


1 0 0 
V=10 一 1 0 
0 0 0 


它 满足 rank(4"Y4)=rank(4) 一 2。 则 利用 式 (2-62) 可 求 出 另 一 个 左 首 
G 一 (4IVY4)-145IVY 


-| 中 一 2 "| 
i 
-1[ 2 "| 
3L2 一 1 0 
显然 有 GA 二 1,、;。 


由 此 可 以 说 明 它 们 的 非 唯 一 性 ， 
前 面 我 们 讨论 了 满 秩 和 矩阵 的 左右 逆 , 下 面 接着 讨论 非 满 秩 矩 阵 的 道 和 矩阵 问题 。 
设 4 为 mXn 阶 实 和 矩阵 , 且 rank(4)==r 夺 min(m,n), 车 存在 nXm 阶 实 矩阵 G, 使 得 
AGA=A (2-63) 
则 称 G 为 4 的 广义 道 , 记 作 4-7。 在 数学 上 ,又 称 4- 为 g 逆 。 可 以 证 明 ,4 不仅 存 在 ,而 且 不 唯 


一 





显然 有 4GC 一 12xz。 
例 2 设 和 矩阵 


本 





对 于 满 秩 的 情形 ,显然 有 44-4 王 4, 即 
右 逆 :AAr'14 二 A44'(A44A')"14 二 (A4A')(A44')-'4=4 
左 道 :447!4=4(4I4)-1414 一 4(4I4)-1(4T74) 一 4 
对 于 非 满 秩 情形 , 即 rank(4)==r 二 min (m,n), 总 存在 4 的 一 个 满 秩 分 解 , 即 存在 一 个 
Xr 列 满 秩 和 矩阵 C 和 一 个 r Xn 行 满 秩 和 矩 和 D ,使 得 
A=CD (2-64) 
26 


因而 存在 Cr 与 Dr'。 假 设 有 4 二 Dr Cr 。 因 而 
AA A =A(Di'C7i')A=CDDa'Ci'CD 
=CD=A 
则 A 二 Dr'Ci" 为 4 的 g 逆 。 
设 4 为 任意 非 零 mXn 阶 和 矩阵 ,4 为 4 的 一 个 g 逆 , 则 用 两 个 任意 nXm 阶 和 矩阵 Y 与 W， 
可 以 组 合成 g 逆 的 一 般 表达 式 
G 一 4- 十 YI。 一 44-) 十 (1 一 4-4)WW (2-65 ) 
现在 证 明 式 (2-65) 给 出 的 广义 逆 满 足 式 (2-63) 。 
AGA 一 4[L4- 十 VCIx。 一 44-) 十 (1 一 4-4)W]4 
一 44-4 十 4V(4 一 44-4) 十 (4 一 44-4)WA4 
一 4 十 4Y(4 一 4) 十 (4 一 4)W4 
二 A 
由 于 V 及 的 任意 性 ,决定 了 4 的 g 逆 是 不 唯一 的 。 
广义 逆 4 具有 如 下 性 质 . 
(1)(4-)7T 一 (4I)- 
实际 上 ,由 4 的 定义 式 两 端 取 转 置 , 即 得 4:=45(4-)747, 显 然 45 也 应 该 有 道 存在 ， 
即 为 (47)- ,因此 (4-)"=(4"')-。 
(2)4(4T4)-4T4 一 4 
上 式 两 端 左 乘 4', 即 由 g 逆 的 定义 证 得 。 
(3)4C4 一 4( 或 4I404 一 4714) 
其 中 ,G 为 式 (2-65) 表 达 的 g 道 的 一 般 形式 ,证 明 从 略 。 
(4)GAG=G 
上 式 两 端 左 乘 4, 由 性 质 (3) 即 证 得 。 
(5)rank (A™ ) 宇 rank (A) 
由 4 一 44-4 及 rank(4B) 志 min {rankA,rankB)}, 即 证 得 。 
设 任 意 非 零 m Xn 阶 和 矩阵 4 的 一 个 g 逆 G, 满 足 
AGA=A4 
和 GAG=G (2-66) 
则 称 G 为 4 的 一 个 反射 8 道 , 记 作 4-。4- 是 在 GA4G=G 约束 下 的 一 个 g 逆 的 子 集 。 显 然 ， 
Ar'、Ai" 以 及 由 满 秩 分 解 得 到 的 广义 道 4 ”= Dr'C7i' 都 是 反射 g 逆 。 可 以 证 明 , 对 于 4 的 任意 
两 个 g 道 G! 和 G,,G 二 G14G; 为 4 的 反射 g 逆 。 由 此 可 见 ,4 的 反射 g 闭 也 不 是 唯一 的 。47- 具 
有 性 质 : 
(4- ) 一 4 
2.3.1.2 广义 逆 A- 的 计算 
设 4 为 任意 非 零 mXn 和 矩阵 ,其 广义 道 4- 的 计算 分 两 种 情况 : 
(1)4 为 满 秩 和 矩 阵 , 则 有 
A-=AR!'=A'(AAT)-! ( 行 满 秩 ) 
4- 一 Ar 一 (4T74)-14T ( 列 满 秩 ) 
(2)4 为 非 满 秩 矩 阵 , 即 rank(4)==r 过 min(m,n), 通 常 将 4 作 满 秩 分 解 , 邑 对 A 进行 一 系 
列 初等 变换 ,使 4 变 成 
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其 中 ,4, 为 7 阶 满 秩 方 阵 ,于 是 
A, 0 A, 
Ar 人 oop Jc,0l0 
取 
c=P" | |p=t,00” 
其 中 ,C 为 m Xr 阶 列 满 秩 矩阵 ,D 为 rXn 阶 行 满 秩 和 矩阵 , 则 有 
A=CD 
因而 
A =Dx'Cr" 
其 中 ,DR 一 DiICDDI) Cr 一 (CIC)IC 
2.3.1.3 广义 逆 4 的 概念 及 性 质 
设 和 矩阵 4。x,, 对 于 和 矩阵 G,x， ,满足 如 下 四 个 条 件 
40C4 一 4 
GAG=G 
(GA)'=GA 
(4G)'=AG 
则 称 G 为 矩阵 4 的 Moore-Penrose 广义 逆 , 记 为 A1。， 


(2-67) 


(2-68) 


(2-69) 


(2-70) 
(2-71) 
(2-72) 
(2-73) 


由 广义 逆 4+ 的 定义 可 以 看 出 ,只 要 满足 式 (2-70) 的 G 就 是 g 逆 , 而 同时 又 满足 式 (2-71)、 
式 (2-72) 和 式 (2-73) 中 的 任意 一 条 件 的 G 是 具有 不 同性 质 的 gg 逆 . 广 义 逆 4+ 要 求 G 同时 满足 
四 个 条 件 , 有 着 更 强 的 限制 条 件 。 对 于 任意 和 矩阵 4, 它 的 Moore-Penrose 广义 逆 必 然 存 在 ,而 且 


是 唯一 的 。 


对 于 4 满 秩 情形 下 的 4x!' 和 45 以 及 非 满 秩 情形 下 的 由 满 秩 分 解 A==CD 得 到 的 广义 逆 
4 -一 DRriC7 ,显然 它 满足 条 件 式 (2-70) 和 式 (2-71) ,下面 我 们 看 看 它们 是 否 满足 条 件 式 (2-72) 


和 式 (2-73) 。 
对 于 条 件 式 (2-72), 有 

(GA)'=(Ax'A)' 一 [4 (447)-14 本 
一 45[L(447)-1]74 
一 4T(447)-14 
=Ax'A=GA 

(GA)'=(A7'A)' =[(A'A)-'ATA] 
一 474[(474)-1: 
= AT(ATA)™! 


= (A 4)-1(474) [因为 (4'4)-'(474)=1 
=A7!'4=GA 一 (4 4)(4I4) 1] 


(GA)T™ = (Di'C7'A)’ 
=[D™ (DD™) CC) CTCDT 
一 LD (DD') DD] 
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=D (DD) D 
一 DT(DDT)-1(CTC)-ICD 
一 DriCri4 一 C4 
对 于 条 件 式 (2-73) ,有 
(4G)'=(AAi')' 王 [L447(447 7) 
一 (447)-1447 
=(AAT)(C(AA')™! 
=AAx'=AG 
(AG)' = (AA7')' =[A(ATA) AT] 
一 A(4I4)-145 
=AA7'=AG 
(AG) T= (CDDaC7) 一 [CDDCDD )-C CC 
meC ee) 小 
一 CC CC 
一 CDDTICDDTI)-ICCTC)-IC 
一 CDDRICT 一 4C 
可 见 , 满 秩 情况 下 的 右 逆 Ax! 和 左 逆 47: 以 及 非 满 秩 情况 下 的 广义 道 4 -一 DR CF 满足 广义 
逆 4+ 的 四 个 条 件 ,因此 证 明了 广义 逆 4+ 的 存在 性 。 下 面 证 明 唯 一 性 。 设 G1、G; 都 是 4 的 
Moore-Penrose 广义 逆 , 则 
Gl=G1AG!=G1(4G,4)G1= (G4)(G,4A)G1= (G4)"(G,A)'G, 
=A'GiA'G,'G,= =(AG1A)'G!G!=A'GiG= (G,A)'G, 
=G:AG1 (6 MGD A PR ASHEAG) =G,(4G,)" (4G1)" 
_o.onde OG AG IAI LOLG0IA' =G,(AG,)" 
=G,AG,=6G, 
注意 到 上 面 证 明 过 程 中 ,G,、G; 都 是 满足 广义 逆 4+ 的 四 个 条 件 的 ,由 此 可 知 ,任意 两 个 满足 广 
义 逆 41 条 件 的 广义 道 必 相 等 。 
容易 证 明 , 广 义 逆 4+ 具有 以 下 性 质 ， 
(1)C4 )*=A;s 
(2)(4+) = (A)+, 
(3) (44)+ 二 子 A+ (4 为 常数 ); 
(4) (UAV)+=U+A+tVt+,; 
(5)rank(4+) 一 rank(4) 。 
2.3.1.4 广义 逆 A+ 的 计算 方法 
(1) 如 果 4 是 满 秩 方 阵 , 则 4- 王 4 一 。 
(2) 如 果 4 是 对 角 和 矩阵 , 即 
Ameingld, Cd， 
则 4+ 二 diag (dtdz*…d+), 其 中 
di=0 d=0 
人 d 0 
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(3) 如 果 4。x，* 为 行 满 秩 和 矩阵 , 则 
At+=Aix!'=A' (AA')-! 
(4) 如 果 4 ,为 列 满 秩 和 矩阵 , 则 
4+ 一 ATLIm(ATIA) A 
(5) 如 果 4。x, 为 非 满 秩 矩 阵 , 则 可 用 满 秩 分 解 求 4+ , 即 和 A=CD, 其 中 Cox 为 列 满 秩 是 有 左 
逆 Ci!',D,» 为 行 满 秩 且 有 右 逆 De ,于 是 
4 一 DRCF 


2.3.2 广义 逆 在 解 线 性 方程 组 中 的 应 用 


在 地 球 物理 反 演 问题 中 ,所 过 到 的 线性 方程 组 是 各 种 类 型 的 ,广义 逆 理 论 的 重要 性 在 于 它 

提供 了 一 般 理论 及 方法 。 对 于 线性 方程 组 
AX=B (2-74) 

式 中 A 为 mXn 阶 系数 矩阵 ,XX 为 n 维 待 求 向 量 ,B 为 m 维 已 知 向 量 。 若 上 述 方程 有 解 ,无 论 是 
唯一 解 还 是 多 解 , 则 都 称 之 为 相 容 的 。 若 上 述 方程 无 解 ( 即 无 任何 解 x 满足 方程 组 中 所 有 方 
程 ), 则 称 之 为 矛盾 的 或 不 相 容 的。 广义 逆 理 论 能 使 我 们 容易 地 得 到 相 容 方程 组 或 矛盾 方程 组 
理论 上 解 的 一 般 形 式 。 

2. 3. 2.1 相 容 性 方程 组 求解 问题 

相 容 性 方程 组 具有 不 同 的 情形 。 当 m==n = 二 rank (4) 时 ,方程 组 具有 唯一 和 解 ; 当 二 mw 宇 
rank(4) 时 ,有 无 穷 多 个 解 。 这 两 种 情况 ,有 时 也 称 为 适 定 问题 和 纯 欠 定 问题 对 于 相 容 性 方程 
组 中 的 系数 矩阵 4, 车 存在 广义 逆 4 ,我 们 都 可 以 利用 它 来 表示 方程 组 的 解 。 

(1) 相 容 方程 组 的 一 般 解 

设 方程 组 AX=B 是 相 容 的 , 则 


X=A-B (2-75) 
是 它 的 一 个 特 解 , 而 方程 组 的 一 般 解 可 以 表示 为 
X=A B+(I—A A)C (2-76) 


式 中 ,C 为 任意 维 向 量 。 
由 于 AX=B 相 容 ,必然 存在 一 个 n 维 向量 义 , ,使 得 
AXo=B (2-77) 
又 由 于 4 为 4 的 g 族 , 则 
AX,=AA AX,=AA- B=B 
即 得 出 关 二 4 如。 而 半 二 (1 一 4-4)C 是 式 (2-74) 所 对 应 的 齐 次 方程 AX=0 的 一 般 解 , 即 
4(1 一 4-4)C =(4 一 44-4)C= (4A—A)C=0 
根据 线性 方程 组 解 的 构成 理论 , 非 齐 次 方程 组 AX=B 的 一 般 解 是 它 的 任 一 特 解 与 齐 次 方程 组 
AX==0 的 一 般 解 之 和 。 
这 说 明了 对 于 一 个 相 容 方程 组 ,无 论 其 系数 矩阵 是 方 阵 还 是 长 方 阵 , 是 满 秩 还 是 非 满 秩 ， 
都 有 一 个 标准 统一 的 求解 方法 ,其 解 的 形式 如 同 式 (2-76)。 可 见 , 对 于 求解 相 容 方程 组 AX = 
B, 只 要 找到 4 的 一 个 g 逆 4- ,就 可 以 构造 出 方程 组 的 解 。 
下 面 来 具体 求解 一 个 线性 方程 组 。 设 有 方程 组 
ZI 十 2z2 一 To 一 1 
人 
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显然 有 
1 的 
局 
0 ~1 2 2 
由 于 rank(4) 一 2, 且 4 的 一 个 g 道 ( 右 道 ) 为 
Aix! =A'(AA')-! 
5 4 
eg 
mld .2 
3 8 


利用 式 (2-76), 可 得 到 该 线性 方程 组 的 通 解 
X=Ar'B+(I—Ax'A)C 


这 里 ,C 为 任意 向 量 ,C= [Ci,C;,C3]", 则 
1 0 0 » 4 ] 2 | | 
?1 ol- a 4 lle 
0 0 1 3 8 (3 


5 4 
X=lii6 2 | ,|+ 
14 2 
3 8 
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一 一 |10 一 6C, 十 4C: 十 2C， 
19 一 3C, 十 2C: 十 C， 
即 zi 一 (13 十 9C, 一 6C: 一 3C:)114 
zz 一 (10 一 6C, 十 4C: 十 2C:)7114 
Zi 一 (19 一 3C, 十 2C: 十 C:)7/14 
对 于 上 面 通 解 ,只 要 给 出 一 组 Cl\C:、C:, 便 可 得 到 一 组 解 。 
(2) 相 容 方 程 组 的 最 小 范 数 解 
我 们 知道 , 相 容 线性 方程 组 4X 王 中 ,除非 4 为 满 秩 方 阵 时 有 唯一 解 , 一般 情况 下 有 无 穷 多 
个 解 .而 对 于 实际 中 具体 问题 来 说 ,我 们 总 是 希望 得 到 方程 组 的 一 个 确切 解 , 甚 至 是 唯一 解 . 通 
常 获得 唯一 解 的 办 法 是 对 解 X 的 空间 施加 某 些 约束 ,常用 的 一 种 约束 就 是 证 明达 到 范 数 最 
小 , 即 
X=min{ | X12} (2-78) 
如 果 G 是 4 的 一 个 广义 逆 , 若 用 = 二 GB 来 表示 方程 组 的 解 ,我们 希望 所 有 由 式 (2-76) 给 
出 的 解 GB 十 (1 一 G4)C 都 满足 
GB Ii<IGB+(—GA)CI? (2-79) 
当 G 满足 一 定 条 件 时 ,所 得 到 解 夺 =GCB 满足 上 式 , 且 是 唯一 的 解 , 这 个 解 被 称 为 相 容 线性 方 
程 组 AX==B 的 最 小 范 数 解 。 
现在 来 看 看 什么 条 件 下 的 6G 满足 式 (2-79)。 由 式 (2-77) 可 知 , 如 果 %。 是 方程 AX=B 的 一 
个 解 Ko 一 GB , 则 
| Xo ll $= (Xo,, Xo)= | GB ?= (GB,GB8) (2-80) 
GB+ (I—GA)CH?= (GB+ (I—GA)C,GB+ (1—GA)C) (2-81) 
将 式 (2-81) 右 端 展 开 , 即 
GB+(—GA)C | ?= (GB,GB)+2(GB, (1—GA)C) 
二 ((I—GA)C, (1—GA)C) (2-82) 
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如 此 , 式 (2-79) 等 价 于 
(GB,GB)<(GB,GB)+2(GB, (I—GA)C) 
十 ((I 一 GA)C, (I—GA)C) (2-83) 
要 使 式 (2-83) 成 立 , 必 有 
0<2(GB, (I—GA)C)+((I—GA)C, (I1—GA)C) (2-84) 
由 于 上 式 右 端 第 二 项 恒 大 于 等 于 零 , 因 此 ,要 使 式 (2-83) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 式 (2-84) 右 端 
第 一 项 等 于 零 , 即 
2(GB, (1—GA)C)=0 (2-85) 
将 B= 二 AX。 代入 ,并 根据 矩阵 内 积 运 算法 则 ,有 
(GB, (I—GA)C)= (GAX,, (1—GA)C) 
=(GAX,.)' (I—GA)C 
=X0 (GA)' (I—GA)C) 
=(X,, (GA)' (I—GA)C) 
由 于 Xe 和 C 的 任意 性 ,只 有 当 (GA4)"(1 一 G4)=0 时 ,才能 保证 式 (2-85) 成 立 。 这 样 ,使 
二 GB 为 方程 组 最 小 范 数 解 的 充 要 条 件 , 是 G 要 满足 
(GA)' (I—GA)=0 (2-86) 
即 
(GA)'=(GA)'™GA 
上 式 两 边 转 置 , 则 有 
GA= (GA)'GA 
对 比 可 知 (GA)" = 二 GA。 
可 见 , 求 相 容 线性 方程 组 最 小 范 数 解 的 关键 是 找到 一 个 满足 (G4)'=GA 的 4 的 g 道 G， 
通常 用 4 表示 ,最 小 范 数 g 逆 4 一 般 不 唯一 ,但 是 相 容 线性 方程 组 的 最 小 范 数 解 是 唯一 的 。 
设 4 是 4 的 一 最 小 范 数 g 道 , 对 于 适当 阶 数 的 矩阵 芝 , 则 4 的 任何 另 一 个 最 小 范 数 g 道 
可 表示 成 
G=A7 +U(I—AA:) (2-87) 
现在 证 明 4 的 最 小 范 数 g 逆 是 非 唯 一 的 。 
(1)G 满足 404 王 4 


证 AGA 一 4(47 十 LJCT 一 447))4 
一 4474 十 4U7(4 一 4474) 
二 A 十 AU (A 一 A) 
=A 
(2)G 满足 (GA)'=G64 
证 : (GC4) 一 [(4z 十 (CI 一 445))4 了 
一 [4x4 十 0(4 一 4474) 了 本 
=(A,.A)' 


=A“A+U(A—AAz'A) 
=[An +U(I—AA.,)]A 
=GA 
再 来 证 明 相 容 线性 方程 组 最 小 范 数 解 的 唯一 性 。 
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(1) 设 GB 为 方程 4X=B 的 一 个 最 小 范 数 解 ,对 任何 解 
无 一 GB 十 (CT 一 G4)C 
我 们 有 
XX|2= | GB+(—GA)C | 
这 里 C 为 适当 阶 数 的 任意 矩阵 。 考 虑 到 式 (2-85), 于 是 有 


上 上 一 下 C81 十 下 (一 C4D)C | 
即 
| 下 下 之 下 CB 1 
(2) 若 G;、G; 分 别 为 4 的 最 小 范 数 g 逆 , 则 有 
下 一 CD 


=GB+U(I—AG,)B 
由 于 闭 ==G.B 是 方程 AX=B 的 解 , 所 以 有 U(1 一 4G;,)B==U (8 一 AX) 二 0, 即 
GB=G,.B 
可 见 , 相 容 线性 方程 组 4X=8B 的 最 小 范 数 解 是 唯一 的 。 
对 于 相 容 方程 组 最 小 范 数 解 的 唯一 性 ,下 面 来 看 看 两 个 例子 。 
例 1 对 于 方程 组 
Zl 十 2zz 一 ZI 一 ] 
人 
有 AX 二 B, 即 


方程 组 的 最 小 范 数 解 为 
13 
一 4- 有 一 二 
X=A-B=17 四 


ba =(zi+ 革 十 z= 去 V630 
再 考查 方程 组 的 通 解 

X' =A“B+(I—A-AC 
ie- etc| 


其 范 数 为 


1 一 二 


14 10 一 6C1 十 4C: 十 2C; 


19 一 3C 十 2C: 十 C; 
它 的 范 数 为 
| XX" | 2 一 (Z ?十 XT 十 T)1? 
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十 (10 一 6C, 十 4C; 十 2C:): 十 (19 一 3C 十 2C2: 十 CD 
可 以 证 明 ,对 于 任意 一 组 CC: .Ca ,都 有 











XX 上 ;和 硅 X' 中 ，。 
且 仅 当 C, = 二 C,=C, 时 ,等 号 才 成 立 , 此 时 
) 13 
X= 10 
19 
例 2 设 方程 组 
Zi 十 2z? 十 3z3s 一 1 
ZI1 十 Z3 一 0 
2z1 十 2z3 一 0 
2Zzl 十 4Zz 十 6z3 一 2 
令 
| 1 
| 
+ 0 
A= ,B=| |,X= |z; 
由 
4 6 
由 于 rank(4) 二 rank(4,B8) 二 2 二 min{4,3), 用 满 秩 分 解 来 求 47 。 
令 A=CD 
其 中 ,C 为 列 满 秩 4X2 阶 矩 阵 ,D 为 行 满 秩 2X3 阶 矩 阵 。 对 4 进行 初等 变换 后 可 得 
1 2 
1 0 Ti 并 
,.D=| 。 1 上 
4 
则 C 和 了 的 左 逆 和 右 首 分 别 为 
CetCeC 
于 0 2 4 0 
- 坟 [ 一 1 一 2 
2 一 1 
-上 | 
Der | 1 | 
1 1 
即 有 A= = Di'Cri! 
一 1 5 10 一 2 
Se A 
=506| 2 4 8 | 
1 1 2 
故 待 求 方程 组 最 小 范 数 解 为 
1 
6 
| 上 
X=A-B= a 
由 
6 
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而 和 矩阵 4 的 最 小 范 数 g 逆 不 唯一 ,其 一 般 式 为 
G=A, +U(I— AA.,) 
其 中 ,U 为 适当 阶 数 的 任意 矩阵 ,为 了 便于 计算 ,这 里 假设 


1] 0 0 0 
U=|I0 1 0 0 
0 0 1 0 


则 
一 1 5 10 一 2 1 0 0 0 
G=3| 2 -4 -8 4|+l0 100 
1 1 2 2 0 0 1 0 
1] 0 0 0 1 2 3 
一 1 5 10 一 2 
0 1 0 0 1 .0 1| ， 注 
一 2 一 4 一 8 4 
0 0 1 0 2 0 2| 30 
| 1 1 2 2 
0 0 0 1 2 4 6 
一 1 5 10 一 2 24 0 0 一 12 
We 0 2 
"| 2 4 8 4|+a6|0 24 12 0 
1 1 2 0 一 12 6 0 
23 5 10 ”一 14 
= i 
-|2 20 20 4 
1 一 11 8 2 
显然 4 天 C ,然而 








ow | 


可 见 , 对 于 不 同 的 矩阵 U, 可 以 找 出 4 的 不 同 最 小 范 数 g 逆 , 但 方程 组 的 最 小 范 数 解 是 唯一 的 。 
2. 3.2.2 矛盾 方程 组 求解 问题 
政 盾 方程 组 是 指 当 方程 数目 m 大 于 未 知 数 数目 n 的 情形 , 即 > 三 rank(4)。 对 于 这 种 
方程 组 ,一般 意义 下 是 无 解 的 。 但 可 以 求 得 方程 组 的 近似 解 。 这 种 情况 称 为 超 定 问 题 。 如 果 能 
找到 一 向 量 义 , 便 得 范 数 ‖ 4 于 一 吾 外 ; 达到 最 小 , 即 
| 4 一 下 上 一 min 
则 称 天 为 巴 持 方程 组 的 最 小 二 乘 解 。 
现在 的 问题 是 ,如 何 找到 一 个 矩阵 G, 它 不 必 是 4 的 g 逆 , 但 对 于 向 量 有 ,使 得 大 =GB 为 
方程 组 AX=B 的 最 小 二 乘 解 。 
假设 存在 矩阵 G, 使 得 钱 ==GB 为 方程 组 AX=B 的 最 小 二 乘 解 , 则 对 于 所 有 的 逆 , 有 
| AX—BIi< | AX—BI:} 
或 | 4GB—B|i< | AX—BI? (2-88) 
将 式 (2-88) 右 端 写成 
| AX—BI?= | AGB—B+AX—AGB | 
=(AGB—B,AGB—B)-+ (AX—AGB,AX— AGB) 
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十 2(4GB 一 下 ,4X 一 4GB) 
一 | 外 4CB 一 下 由 十 下 4( 一 CB) |:; 
+2((AG—1)B,A(X—GB)) 
如 同 证 明 最 小 范 数 解 存在 的 充 要 条 件 -- 样 ,要 使 不 等 式 (2-88) 成 立 的 充 要 条 件 是 
((AG—1)B,A(X—GB)) 
=(B,(AG—1D)'A(X—GB))=0 (2-89) 
式 中 ,B 为 任意 向 量 , 不 人 恒 为 零 ,而 对 于 矛盾 方程 组 而 言 , (一 GB) 一 般 也 不 为 零 , 要 使 式 (2- 
89) 成 立 , 只 有 
(AG—1)A=0 
则 
(40)7 4 一 4 
两 端 同 右 乘 G 得 
(AG)'AG=AG 
两 端 同 时 转 置 得 
(AG)'AG= (4G) 
由 此 可 得 
(AG)'=AG (2-90) 
所 以 ,就 4 的 g 道 G 来 说 , 式 (2-90) 是 使 得 X=GB 为 矛盾 方程 组 4X=B 最 小 二 乘 解 的 充分 
必要 条 件 。 
如 果 GB 是 矛盾 方程 组 的 一 个 最 小 二 乘 解 , 则 这 个 方程 组 最 小 二 乘 解 的 通 式 可 写成 
X=GB+ (I—GA)C (2-91) 
式 中 ,C 为 与 X 同 维 的 任意 向 量 。 由 于 C 的 任意 性 ,所 以 最 小 二 乘 解 并 不 是 唯一 ,但 是 , 解 的 最 
小 二 乘 误差 外 4 天 一 下 上 : 是 唯一 的 。 
下 面 证 明 : 
因为 GB 为 最 小 二 乘 解 ,所 以 外 4CB 一 下 1 上; 为 最 小 。 对 于 一 般 的 最 小 二 乘 解 不 一 GB 十 (7 
一 GA)C, 有 
| 4(CB 二 (一 C4)C) 一 下 1 = | AGB-+AC—AGAC—B ||: 
= 上 AGB+AC—AC—B|? 
= 4GB—B8|? 
因而 式 (2-91) 是 方程 组 的 最 小 二 乘 解 , 且 具 有 相同 的 二 乘 误 差 4X 一 B82= | 4GB 一 B | ;。 
我 们 把 满足 (4G) 一 4G 和 4G4=4 的 矩阵 C 称 为 4 的 最 小 二 乘 g 道 ,用 47 表示 。 若 4 
是 4 的 一 个 最 小 二 乘 g 逆 , 则 任何 一 个 最 小 二 乘 g 逆 可 表示 成 
G=A7 十 (7 一 47r4)U7 (2-92) 
式 中 ,UV 为 适当 阶 数 的 任意 矩阵 。 由 于 上 UU 的 任意 性 ,最 小 二 乘 g 逆 显 然 也 不 是 唯一 的 。 只 有 当 
4 为 列 满 秩 矩 阵 时 ,其 最 小 二 乘 g 逆 才 是 唯一 的 ,而 且 方 程 4X=B 才 有 唯一 的 最 小 二 乘 解 , 读 
者 可 仿照 最 小 范 数 g 道 及 最 小 范 数 解 的 证 明 过 程 ,自行 验证 。 
例 3 求解 方程 组 
Zi 十 2z* 十 3r: 一 1 
Zi 十 ZI 一 0 
2zZi 十 273 王 1] 
(2z 十 4zz 十 6z3: 一 3 
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最 小 二 乘 解 。 


由 方程 可 知 
1] 2 3 17 
工 j 
a 
Am ,B 一 | |,X= |z, 
2 0 2 1 
4 6 3 





于 是 rank (4) 二 2,rank(4,B)= 二 3, 故 此 方程 组 为 矛盾 方程 组 。 利用 例 2 中 的 结果 ,4 可 分 解 为 
由 行 满 秩 和 矩阵 D 和 列 满 秩 矩 阵 C 的 乘积 , 即 


A=CD 
且 有 
Al 一 DRIC71 
oe I 一 
| 一 4 —8 | 
] ] 2 2 
则 最 小 二 乘 解 为 


1 
1 
X=A7B=L|2 -4 -8 4 11 | 
. 30 | 
1 1 2 » 
3 


根据 式 (2-91) ,我 们 有 方程 组 最 小 二 乘 解 的 通 式 
X=ArB+(I—Ar AC 





~ OO YY 


二 +Ci+C—C, 
ey 
10 十 1 二 C3—C， 
站 
10 一 Di z 十 3 
对 于 任意 一 组 C1、Cz、C3, 都 找到 一 组 解 rz 、z,、x,。 然而 大 与 区 具有 相同 的 最 小 二 乘 误 差 , 即 
加 2 CE 2 4 2 8 2 28 2 
| AX—B | [( 亏 | +[ 言 0| +| 起 1j + 如 -3] ] 
We 
25 
| AX'—B ||? ~[i6+ (Crt CC tac +2C—2C,—3C, ~acst aC) —1] 
+|+ (C+ CC Ct C0] 
2 
+ [i6+2(C+C CC Cet C1 | 
[2 ee 、 : 
十 | 6+ (2C1+2C,—2C,+4C,+4C,—4C,— 6 ,一 6C: 十 6C,) 一 3] 
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a 








25 
则 
| AX—B|;= | AX'—B|: 
依据 式 (2-92) ,我 们 有 任意 最 小 二 乘 g 省 
ey Py op 
今 
1 0 0 0 
U=|0 1 0 0 
0 0 10 
则 
ei 0 
= i 
G = 站 | 2 i 
1 1 2 2， 
1 0 0 r20 一 10 10 1] 0 0 0 
+||lo 1 0|-H|—10 20 10 0 10 0 
0 0 1 Wm 10 20 0 0 1 0 
人 10 10 —10 0 
ee 四 1 
= 站 | 2 4 —8 4|+ 基 | 10 10 10 
1 1 2 2 -10 —10 10 0 
9 15 0 一 ? 
We _ 
=a6|12 56 18 4 
二 
因而 
xX'=GB 
1 
上 1 
-ll 6 -18 4|||=1|, 
30 1 10 
a 
3 
a 


即 对 不 同 的 最 小 二 乘 g 道 , 可 以 有 相同 的 解 。 
2.3.2.3 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 最 小 范 数 解 与 广义 北 47 
我 们 知道 ,对 于 一 般 的 矛盾 方程 组 
AX=B 
的 最 小 二 乘 解 可 以 表示 成 
X=A7B+(I—Ar A)C 
其 中 C 是 适当 阶 数 的 任意 矩阵 ,而 且 有 
AX 一 447 好 十 (4 一 447 4)C 
=AA7TB 
这 说 明 , 对 任何 向 量 妃 , 矛 盾 方程 组 (2-93) 的 所 有 最 小 二 乘 解 都 是 方程 组 
AX=AA7B 


Ge 3 ) 


294 


的 解 。 显 然 , 方 程 组 (2-94) 是 相 容 的 。 对 于 相 容 方程 组 ,我 们 可 在 所 有 解 中 找 出 一 个 范 数 最 小 
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的 , 即 最 小 范 数 解 。 由 方程 组 (2-94) 可 知 , 其 最 小 范 数 解 为 
X=A, (AArB) (2-95) 
因而 式 (2-95) 被 称 为 方程 组 (2-93) 的 最 小 二 乘 最 小 范 数 解 。 由 广义 逆 G 来 表示 , 即 为 
X=GB=A, AA; B 
则 
G=A,n AAr (2-96) 
现在 证 明 , 上 述 道 和 矩阵 G 满足 Moore-Penrose 广义 逆 4+ 的 四 个 条 件 : 
(1)AGA=4 
证 : AGA=AA, AA A= (AA"n A)AA=AA, 4 一 4 


(2)GAG=6G 
证 : GAG =An AA: AAn 44 =Am (44 A)An AAI 
=AnAAn AAr =An (AAn A)A’ =An AAi =G 


(3)(GA)'=GA 
证 : (GA)' =(A- AA7 A)T=(A-A)'=A-A=A-AA; A 
一 C4 


(4) (4G)’'=AG 
证 : (4G) =(AA=AA7T )'=(AA7 )'=AA7 =AA=AAT 
=AG 
可 见 ,4 的 最 小 二 乘 最 小 范 数 广 义 逆 24 4 人 J 戎 话 代 选 4+ ,前面 已 经 证 明 过 ,对 任意 非 零 
和 矩阵 4, 其 广义 道 4* 是 唯一 的 。 而 且 , 由 平 武 41223409 征 5f 袜 组 (2-94) 的 最 小 范 数 解 ,所 以 
X=A+B (2-97) 
为 方程 组 AX=8B 的 唯一 解 。 
分 析 一 下 ,对 于 给 定 的 方程 组 AX=B, 在 各 种 情况 下 ,XX=A+8B 意味 着 什么 呢 ? 若 4 为 行 
满 秩 情况 ,X=4+B 给 出 的 是 方程 组 的 最 小 范 数 解 ,是 唯一 的 ; 若 4 为 列 满 秩 情况 , 则 铸 =A+B 
给 出 的 最 小 二 乘 解 ,其 亦 唯 一 ;车 4 为 非 满 秩 矩阵 ,=A+B 给 出 了 方程 组 最 小 二 乘 最 小 范 数 
解 , 是 既 满足 上 ‖ AX 一 B | 最 小 ,也 满足 XX, 最 小 的 解 , 且 是 唯一 的 解 。 
求 方程 组 
TXT! 十 2X; 十 3ZX3 二 1 
Xl 十 TX; 二 0 
2T1 十 27s= 二 1 
27: 十 4zz 十 6z: 一 3 
的 最 小 二 乘 最 小 范 数 解 。 由 例 2、 例 3 的 结论 可 知 
47 一 47 
则 
a 5 10 一 2 
A+ =A; AA7 42445 一 站 2 一 4 一 8 4 


39 


顶级 的 地 质 论 坛 http://bbs.3s001.com/ 





即 


注意 ,这 时 | 4X 一 瑟 | :一 执业，|| | 一半 均 为 最 小 。 


2.3.3 奇异 值 分 解 


在 求解 地 球 物 理 反 演 问 题 时 ,在 描述 问题 的 线性 方程 组 建立 之 后 ,通常 只 要 确定 了 方程 组 
系数 矩阵 的 逆 和 矩阵 , 即 可 解 出 方程 。 但 是 ,许多 地 球 物 理 问题 特殊 性 使 得 这 些 方程 组 具有 ”* 病 
态 ” 的 性 质 , 或 者 说 系数 矩阵 的 条 件数 很 差 。 因 此 ,如 何 构造 系数 矩阵 的 广义 逆 , 使 其 具有 和 良好 
的 分 辨 能 力 和 信息 密度 ,从 而 得 到 理想 的 反 演 问题 的 解 ,成 为 问题 的 关键 。 

在 矩阵 理论 中 ,和 矩阵 的 分 解 是 实现 矩阵 计算 的 重要 途径, 在 我 们 讨论 过 的 广义 道 的 求解 方 
法 中 , 提 到 了 满 秩 分 解 , 其 实 除 了 满 秩 分 解 以 外 ,还 有 许多 分 解 方法 可 以 用 于 计算 广义 逆 和 矩阵 ， 
其 中 奇异 值 分 解 是 最 有 效 的 方法 之 一 ,奇异 值 分 解 在 求解 线性 方程 组 \ 广 义 逆 和 最 小 二 乘 问题 
上 有 着 广泛 的 应 用 。 

2. 3.3.1 奇异 值 分 解 定理 


对 于 任意 MX N 阶 矩 阵 4, 设 hr4 有 r 个 大 于 零 的 特征 值 (i=1,2,… ,7), 则 a= 二 VA 
一 1,2,…,r) 称 为 4 的 -个 奇异 值 , 且 o1 守 0o, 宇 … 宇 6.。 
1. Penrose 奇异 值 分 解 定理 
设 4 为 任意 MXN 阶 和 矩阵 , 且 rank(4)==r, 则 必然 存在 一 个 MXM 阶 正 交 和 矩阵 U 和 一 个 
N XN 阶 正 交 和 矩阵 ,使 得 
U'AV== 人 或 4=UVUAVT (2-98) 
其 中 VV 为 MXN 阶 对 角 阵 , 即 


Oo) 0 


< 0 0, 
9 
0 0Juxxv 


0 Or rxr 
这 里 (一 1,2,…r) 为 4 的 ~ 个 奇异 值 . 式 (2-98) 被 称 为 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 ,应 当 指出 ,这 
里 {o:} 是 一 个 非 增 序列 ,是 奇异 值 分 解 的 一 个 重要 特征 。 
由 上 述 奇 异 值 分 解 ,我 们 可 以 得 矩阵 4 的 广义 递 G。 因 为 U 与 Y 均 为 正 交 和 矩阵 , 即 有 
UU=UUT=1,V'V=VVy"T=1 
Ui=UT,V-!=YT 
所 以 ,G 可 表示 成 


G=VA-UT (2-99) 
而 对 于 方程 AX==B, 其 解 可 以 表示 成 
X=GB=VA-U'hB (2-100) 


式 中 
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1 

5i 
了 

人 | 0 机 
0 0 


1 


Or 

2. Lanczos 奇异 值 分 解 定 理 

设 4 为 MXN 阶 任意 和 矩阵 , 且 rank(4)==r, 则 4 可 分 解 为 

A=UP MpVP (2-101) 

式 中 Uz 为 4'A4 的 P(P<r) 个 最 大 特征 值 对 应 的 特征 向 量 组 成 的 MXP 阶 半 正 交 和 矩阵 ,Vp 为 
4I4 的 PP 个 最 大 特征 值 对 应 的 特征 向 量 组 成 的 NXP 阶 半 正 交 和 矩阵 , 人。 为 对 角 和 矩阵 ,其 元 素 
为 由 大 到 小 依次 排列 的 A "4 的 PP 个 最 大 特征 值 之 平方 根 。 

由 Lanczos 分 解 可 以 得 到 4 的 广义 逆 


G=Vr \rUF (2-102) 
因而 方程 AX=B 的 解 可 表示 为 
X=VpNsUPB (2-103) 
式 中 
了 
On) 
| | 
一 一 一 [ej eis ee i 
Ar = 2 diag (= ot 3 


比较 Penrose 分 解 与 Lanczos 分 解 , 不 难看 出 ,后 者 是 将 UV 和 和 分 成 两 部 分 ,假设 474 
有 PP 个 非 零 特征 值 , 则 
U=[Up Vo] 
V=[Vb Vo] 
AP 0 
人 =| 0 | 
这 时 VU。 和 Vo 是 与 零 特征 值 对 应 的 特征 向 量 组 成 的 矩阵 ,而 Up 和 Vb 是 UO 和 VV 的 一 个 部 分 ， 
它们 已 不 再 是 正 交 矩阵 ,而 是 半 正 交 和 给 阵 , 即 满足 
UWPp=I1,UpUFzI 
VEVp=1,VpVPI 
从 而 有 
AP Orvs 
4 一 LV vs]| i oy =veA or 
上 式 表 明 , 只 要 用 Up、Vp 空间 就 能 构成 4,Lanczos 形象 地 称 Uo。、Vo 为 “盲点 ”, 它 未 被 算 子 4 
“有 昭 亮 ”。 
Lanczos 厅 异 值 分 解 定理 为 我 们 在 实际 计算 中 对 于 很 小 的 奇异 值 进行 处 理 , 提 供 了 重要 
的 依据 。 
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2.3.3.2 奇异 值 分 解 与 广义 逆 4+ 
利用 奇异 值 分解 , 可 以 得 到 任意 和 矩阵 4 的 广义 逆 。 现在 证 明 , 由 奇异 值 分 解 得 到 的 广义 首 
满足 Moore-Penrose 广义 逆 的 四 个 条 件 。 


(1)A4GA=A 
证 AGA =A(VA-U )A=(UVUAV VA-UTU AV) 
=UAA-AV' =UVUAV'=A4 
(2)GAG=G 
证 : GAG =(VA-U UAV VATU) 
=VATUVUAVV A UT=VA-AA-UT' 
=VA-U'=G 
(3)(GA)'=GA 
证 : (GA) 一 (YA-UIAYTDTI 一 (YA-AYTT 
一 (YY ) 一 YYT=YA-UTUAYT 
=GA 


(4) (A4G)'=AG 
证 : (40) =(VAV'IVA-UD)T=VAA-UVUTD)T! 
=(UVUU')'=UUT=UAV' VA-UT=AG 

由 此 说 明 , 用 奇异 值 分 解 计算 得 到 的 广义 逆 是 广义 逆 A+ , 即 它 是 唯一 的 ,根据 前 一 节 讨 论 的 内 
容 , 对 于 方程 组 4X 二 B, 用 广义 逆 G=VA -UT 确定 的 解 逆 =VA -UTB 是 唯一 解 。 

2. 3. 3. 3 奇异 值 的 特征 及 奇异 值 分 解 的 稳定 性 

1. 奇异 值 与 矩阵 4 的 范 数 

由 和 矩阵 范 数 的 定义 可 知 , 和 矩阵 4 的 工 ; 范 数 为 


| 4 1 :一 V As (2-104) 
式 中 ,hx 为 4'4 的 最 大 特征 值 , 即 4 的 工 ; 范 数 为 474 各 特征 值 平方 根 所 表征 的 谱 之 最 大 半 
径 。 因 此 ,有 


Imx 一 V hm = A (2-105) 
即 矩 阵 4 的 L; 范 数 为 4 的 最 大 奇异 值 。 

2. 奇异 值 与 矩阵 条 件数 
由 6= 和 (1 二 1,2,*…,r) 可 得 ,对 矩阵 4A, 有 

cond(4) 一 7 (2-106) 
3. 奇异 值 分 解 的 稳定 性 
考查 奇异 值 分 解 的 稳定 性 ,只 需 看 看 在 矩阵 4 发 生 一 定 扰动 之 后 ,奇异 值 变化 的 程度 。 
对 于 MXN 阶 和 矩阵 4 和 B, 设 分 别 有 奇 异 值 

之 92 之 之 ,之 gr 二 二 0 二 0 

让 之 2 之 "之 T >T1 二 "二 Tt, 二 0 
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则 有 

Io—ztl | 4—81, (1=1],2,"" ,7) (2-107) 
对 于 := 二 1, 即 有 

la—nl | 4—81.; 
显然 是 成 立 的 ,因为 ,由 式 (2-105) 可 知 上 4 1 ,=a 及 B81;= ,所 以 


loa—nl=|1|141,.— lB1,l<lA4—B1l.: 
又 因 

0 二 | A | 29Ti 寺 | B | 2 (1=2,3,°,n) 
因此 ,有 


|o—t| 志 | | A | 2 一 | B | ;| 三 | A—B | 2 
如 果 把 矩阵 下 看 作 是 矩阵 4 经 过 扰动 后 的 结果 ,扰动 量 和 矩阵 E=4A 一 B, 奇 异 值 的 变化 量 
为 6,, 则 有 
Id.l< El: (2-108) 
式 (2-108) 说 明 , 当 某 个 矩阵 存在 一 个 扰动 量 妃 时 ,其 奇异 值 变化 不 会 超过 和 矩阵 CETE) 的 最 大 
特征 值 之 平方 根 。 可 见 , 奇 异 值 分 解 是 一 种 十 分 稳定 的 数值 方法 。 
2.3.3.4 奇异 值 分 解 与 阻尼 最 小 二 乘 
我 们 知道 ,对 于 矛盾 方程 组 AX=B, 可 以 通过 求 得 方程 系数 矩阵 4 的 最 小 二 乘 g 逆 人 来 
获得 方程 的 一 个 最 小 二 乘 解 , 且 当 4 为 列 满 秩 时 ,其 最 小 二 乘 解 是 唯一 的 。 
然而 ,在 实际 问题 中 ,尤其 是 一 些 地 球 物理 问题 ,由 于 观测 空间 的 限制 ,尽管 可 以 构造 出 足 
够 数量 的 方程 ,但 模型 参数 之 间 存 在 着 相当 程度 的 相关 性 ,这 必然 导致 方程 “病态 ”"。 这 种 “ 病 
态 ” 在 系数 矩阵 上 表现 为 某 些 特 征 值 很 小 。 方 程 的 病态 程度 可 以 用 条 件数 


Cmax 





cond(A)= 
来 描述 。 而 最 小 二 乘 解 相当 于 矛盾 方程 组 正则 化 后 

4 AX=A'B (2-109 ) 
的 解 , 这 样 , 上 述 方程 系数 矩阵 (474) 的 条 件数 为 

cond(ATA)=[cond(A) (2-110) 


显然 加 剧 了 方程 的 病态 程度 。 马 奎 特 提出 的 改善 正则 化 后 方程 系数 矩阵 条 件数 的 方法 是 在 其 
对 角 线 元 素 上 加 一 个 阻尼 因子 9, 即 方程 变 为 

(4 4 十 01) 无 一 47B (2-111) 
其 中 0 为 正 数 。 因 而 条 件数 变 成 

cond(ATA+TOD = 和 Rs 5 (2-112) 


其 中 hn 和 hua 为 (474) 的 最 大 和 最 小 特征 值 , 且 4%w 二 o5 ;his 二 co5;,。 可 见 , 当 0 适当 大 时 ,条 
件数 可 以 得 到 很 好 地 改善 。 这 时 方程 (2-111) 的 解 为 
X=(A' AT+OI) -ATB (2-113) 
对 于 式 (2-111), 用 奇异 值 分 解法 写 出 , 则 有 
A'A = (UAVT)UAVT) 
=VAWWUAvVT 
=VA'AV' 
因为 Asxw Au。xs 一 人 :xx 所 以 
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4I4 王 YA 人 2:、VT CR A 


(ATA+O1)=V A2V 十 O1YTW 
=V(A?+ONDV' (2-114) 
则 
(4 4)- =V AV 
(ATA+OI) ‘=VCA:T+OD Vv 
1 











=v| diag plv" (2-115) 
2 
其 中 ,(A: 十 01)-! 为 对 角 和 矩阵 , 即 
| 
oi+0 gy 
0 we 0 
(人 :十 01)-! 一 oi 二 0 
1 
0 0 元 十 5 
用 奇异 值 分 解法 表示 方程 (2-111) 的 解 , 即 
X=(A'A+OI)-'ATB 
=Vy(A2+01D) -VV A,.xnU'B 
=V(Ai+01) NxmnU'B 
令 Sn。 一 (人 :十 01)- 入 xn， 则 
X=VS-U'B (2-116) 
其 中 
本 
0l 十 0 0 
0z 
$- 二 +0 v 
0 On “0 


oz 二 0 Fo 

对 比 式 (2-116) 和 式 (2-100) 可 以 看 出 ,用 S$ ”中 的 o /ez 二 0) 代替 人 中 的 ci 就 能 把 最 小 
二 科 法 的 奇异 值 分 解 转换 成 阻尼 最 小 二 乘法 的 奇异 值 分 解 。 现 在 情况 变 得 很 清楚 ,所 加 的 阻尼 
因子 9, 遇 到 cj 一 0 的 情况 , 当 观 测 数据 B 出 现 误 差 时 , 式 (2-100) 给 出 的 解 将 出 现 不 稳定 ,而 式 
(2-116) 给 出 的 解 将 能 有 效 地 抑制 这 种 解 的 振荡 。 

2.3.3.5 截断 小 奇异 值 的 应 用 

Wiggins(1972) 曾 用 截断 一 些小 特征 值 的 方法 来 减 小 解 的 方法 ,以 取得 与 阻尼 最 小 二 乘法 
相 类 似 的 效果 。 

在 奇异 值 分 解法 中 ,Lanczos 分 解 定理 为 截断 奇异 值 提 出 了 理论 依据 , 即 用 和 矩阵 A'4 的 P 
个 最 大 特征 值 对 应 的 矩阵 UV 部 分 对 4 进行 分 解 。 由 此 截 去 了 较 小 的 奇异 值 ,使 条 件数 得 到 
改善 ,以 致 能 得 到 方程 稳定 解 。 

什么 样 的 奇异 值 应 当 截 除 是 奇异 值 截断 法 应 用 中 的 主要 困难 。 从 理论 上 说 ,应 当 截 除 零 奇 
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异 值 ,但 实际 上 ,奇异 值 的 分 解 是 通过 数值 计算 实现 的 ,一 般 不 会 有 精确 的 零 奇 异 值 ,因此 存在 
着 如 何 合理 地 确定 4 的 秩 的 问题 ,事实 上 广义 逆 的 精确 性 依赖 于 对 秩 的 估计 。 理论 上 分 析 , 把 
比 矩 阵 元 素 误 差 还 要 小 的 奇异 常 取 作 零 是 合理 的 。 


2.3.4 线性 反 演 问题 的 广义 逆 特 征 


2. 3.4.1 反 演 问题 的 解 与 算 子 

对 于 一 个 线性 反 演 问题 ,其 模型 参数 估计 值 与 观测 数据 之 间 的 关系 可 以 表示 成 mm”“ 一 Cd 
十 vyv, 其 中 U 和 "分 别 是 矩阵 和 向 量 , 且 两 者 不 依赖 于 数据 。 这 一 方程 表明 模型 参数 的 估计 值 是 
由 矩阵 U 控制 的 。 因 而 我 们 把 注意 力 集中 在 算 子 矩阵 U 上 ,而 不 再 是 ms=' 上 ,并且 期 望 对 算 子 
矩阵 U 的 研究 能 够 了 解 更 多 的 有 关 反 演 问 题 的 性 质 。 因 为 矩阵 避 相当 于 问题 Gm 二 d 中 G 的 
逆 和 矩阵 ,所 以 它 又 被 称 为 广义 逆 , 在 这 里 我 们 用 符号 G 表示。 广义 逆 的 具体 形式 取决 于 要 处 
理 的 问题 , 超 定 最 小 二 乘 问题 的 广义 逆 为 G“=(G'G) 'G' ,而 对 于 欠 定 解 来 说 ,广义 道 为 G- 
=G'[GG"]-!。 

注意 ,在 某 些 方面 ,广义 逆 类 似 于 普通 和 矩阵 的 逆 , 方 阵 方程 ( 适 定 的 )4zx=y 的 解 为 += 
A yy, 而 反问 题 Gm==d 的 解 为 mm” 一 Gd( 可 能 会 加 上 某 一 向 量 )。 不 过 ,这 种 相似 性 是 非常 有 
限 的 。 在 通常 意义 下 ,广义 逆 并 不 就 是 和 矩阵 的 逆 。 它 不 是 方 阵 ,并 且 既 不 要 求 G-*G 也 不 要 求 
CC“ 等 于 一 个 单位 矩阵 。 

2. 3.4.2 观测 数据 分 辨 和 矩 阵 

假定 已 经 找到 一 个 在 某 种 意义 下 能 够 求解 反问 题 Gm==d 的 广义 逆 , 这 样 就 得 到 模型 参数 
的 一 个 估计 值 m“==G “d( 为 了 简单 起 见 , 假 定 不 存在 一 个 附加 向 量 )。 然 而 我 们 会 反问 ,这 一 
模型 参数 估计 值 对 数据 的 拟 合 程度 如 何 。 把 该 估计 值 代 入 方程 Gm 二 a, 则 得 

d"™*=Gm"™=G[G *d™]=[GG™*]d™=Nd"™ (2-117) 

这 里 上 标 “pre” 和 “obs ”分 别 表示 预测 值 和 观测 值 。M X M 阶 方 阵 N=GG-“ 称 为 数据 分 辨 矩阵 
(data resolution matrix) 。 它 描述 了 预测 值 与 数据 的 拟 合 程度 .如 果 六 =7, 则 dp 一 do ,因而 预 
测 误差 等 于 零 。 反 之 ,如 果 N 闫 1, 那么 预测 误差 就 不 等 于 零 。 

如 果 数 据 向 量 d 的 元 素 具 有 自然 顺序 关系 (natural ordering) ,那么 数据 分 辨 矩阵 就 具有 
一 个 简单 的 解释 。 例 如 ,考虑 用 直线 拟 合 数 据点 (=,d) 的 问题 ,其 中 数据 是 按 辅 助 变量 = 的 值 排 
列 的 。 如果 NN 不 是 一 个 单位 矩阵 ,但 是 接近 于 一 个 单位 矩阵 (在 其 最 大 元 素 靠近 主 对 角 线 的 意 
义 下 ) ,那么 从 该 矩阵 的 构 形 就 可 以 看 出 ,能 够 预测 出 相 邻 数据 的 平均 值 , 却 不 能 预测 出 单个 数 
据 。 考 虑 N 的 第 i 行 , 如 果 该 行 中 除了 第 i 列 上 的 元 素 不 为 零 而 其 余 全 为 零 ,那么 就 有 可 能 准 
确 地 预测 出 d,。 反 之 ,假定 该 行 的 元 素 为 

[…0000.10.80.1000…] (2-118) 

式 中 的 0.8 位 于 第 i; 列 上 。 则 第 i 个 数据 为 


Pn, il 一 0. 1d’™,+0. 8d*™+0. 1dob， (2-119) 


i 如 果真 实数 据 随 辅 助 变量 缓慢 地 变化 ,那么 该 
平均 值 可 能 产生 一 个 接近 于 观测 值 的 合理 估计 值 。 
数据 分 辨 矩阵 NN 的 每 一 行 描述 了 相 邻 数据 能 被 独立 地 预测 或 分 辨 的 难 易 程度 。 如 果 数 据 
其 有 上 自然 顺序 关系 , 则 N 的 行 元 素 随 列 下 标 变化 的 图 像 反 映 了 分 辨 率 的 清晰 度 ( 图 2-5) ,如果 
这 些 图 像 具 有 一 个 尖锐 的 极 大 值 ,并 且 其 中 心 在 主 对 角 线 上 ,那么 数据 就 得 到 很 好 地 分 辨 。 如 
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果 这 些 图 像 非常 宽阔 ,那么 数据 就 得 
不 到 很 好 地 人 分辨。 甚至 在 数据 不 具有 
自然 顺序 关系 时 ,分 辨 矩阵 仍然 能 给 
出 每 个 观测 值 对 预测 值 所 产生 的 影 
啊 。 这 样 较 大 的 非 对 角 线 元 素 靠 近 还 
是 远离 主 对 角 线 就 没有 什么 特殊 意义 
Ee 
因为 数据 分 辨 矩阵 的 对 角 线 元 素 
表示 数据 在 其 自身 的 预测 中 具有 很 大 
的 权 , 所 以 经 常 把 这 些 对 角 线 元 素 挑 
选 出 来 并 称 之 为 数据 的 重要 性 
(importance )n: 
n=diag(N) (2-120) 
数据 分 辨 矩 阵 不 是 数据 的 卫 数 ， 
而 仅仅 是 数据 核 G( 它 体现 了 模型 及 
实验 的 几何 特征 ) 以 及 对 问题 所 施加 


图 2-5 数据 分 辨 矩阵 忆 的 行 元 素 的 几何 图 像 指示 出 
数据 能 够 被 预测 的 难 易 程 度 。 在 矩阵 的 主 对 角 线 
虚线) 附近 出 现 窗 峰 表示 分 辨 率 是 良好 的 


的 任何 先 验 信息 的 函数 .这 样 不 用 真正 进行 实验 就 能 计算 和 研究 数据 分 辩 率 矩阵 ,因而 数据 分 


辨 矩阵 可 以 作为 实验 设计 的 重要 工具 。 


2. 3.4.3 模型 分 闪 和 矩阵 


数据 分 辨 矩阵 表征 了 数据 是 否 能 被 独立 地 预测 或 分 辨 。 对 模型 参数 也 能 够 提出 相同 的 问 

题 。 为 了 探索 这 一 问题 ,我 们 想象 存在 一 个 真实 的 、 但 未 知 的 满足 Gmi' “一 doe 的 模型 参数 向 量 

m"™。 那 么 现在 要 问 , 该 模型 参数 的 某 一 特定 估计 值 m™ 与 这 一 真实 解 的 逼近 程度 如 何 , 把 观测 
数据 的 表达 式 Gm 二 d™ 代 入 估计 的 模型 参数 表达 式 m= 二 G-*d* 中 ,得 到 

m™*=G-"d™=G-*(Gm"™)= (GG)m"™= Rm™ (2-121) 


式 中 的 R 是 NXN 阶 的 模型 分 辨 和 矩 
阵 (model resolution matrix) 。 如果 
不 是 一 个 单位 矩阵 , 则 模型 参数 的 估 
计 值 就 是 真实 模型 参数 的 加 权 平 均 
值 。 假如 模型 参数 具有 自然 顺序 关系 
〈( 当 它们 代表 一 个 连续 函数 的 离散 形 
式 时 ,它们 就 具有 这 种 关系 ), 则 分 辩 
和 矩阵 的 每 一 行 的 图 像 可 用 来 确定 模 
型 中 多 大 尺度 的 特征 确实 能 够 被 分 
辨 出 来 (图 2-6)。 与 数据 分 辨 矩阵 一 
样 ,模型 分 辩 率 也 只 是 数据 核 和 对 问 
题 所 附加 的 先 验 信息 的 函数 , 它 与 数 
据 的 真实 值 无 关 , 因 而 它 可 以 作为 实 
验 设计 中 的 又 一 个 重要 工具 。 


图 2-6 模型 分 辨 矩阵 只 的 行 元 素 的 几何 图 像 指 示 


2. 3.4.4 分 辨 率 与 协 方差 的 关系 出 真实 模型 参数 能 够 被 分 辩 的 难 易 程度 。 矩 阵 的 主 对 角 线 


模型 参数 的 协 方差 取决 于 数据 
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(虚线 ) 附 近 出 现 窄 蜂 表 示 模 型 得 到 很 好 的 分 辨 


的 协 方差 以 及 由 数据 误差 映射 成 模型 参数 误差 的 方式 .其 映射 只 是 数据 核 和 其 广义 逆 的 函数 ， 
而 与 数据 本 身 无 关 。 因 而 为 了 描述 映射 中 误差 的 放大 程度 ,定义 一 个 单位 协 方差 矩阵 (unit co- 


variance matrix) 是 非常 有 用 的 。 如 果 假 定数 据 是 相关 的 ,并 且 所 有 的 数据 具有 相同 的 方差 于， 
那么 单位 协 方差 矩阵 为 


(cov.m) 一 c-2G-e(coved)G-2 一 GeG-e (2-122) 
甚至 当 数 据 是 相关 的 ,也 常常 能 找到 数据 协 方差 矩阵 的 某 种 归 一 化 ,这 样 就 能 定义 一 个 与 
模型 协 方差 矩阵 有 关 的 单位 数据 协 方差 矩阵 (unit data covariance matrix)fcov,d], 其 关系 式 
为 
(covum ) 一 Ge(coved)G-e (2-123) 
因为 单位 协 方差 矩阵 也 像 数 据 和 模型 分 辨 矩阵 一 样 ,与 数据 的 真 值 和 方差 无 关 , 所 以 它 也 是 实 
验 设 计 中 的 有 用 工具 。 


作为 一 个 例子 ,重新 考虑 用 直线 拟 合 数据 (x,d) 的 问题 。 截 距 m, 和 斜率 m, 的 单位 协 方 差 
矩阵 为 


1 M 一 之 Z; 

Covm = ese 3, Sa? | (2-124) 
注意 , 仅 当 数据 的 中 心 位 于 z==0 时 ,其 截 距 和 斜率 的 估计 值 才 是 不 相关 的 .整个 方差 的 大 小 是 
由 分 数 的 分 母 决定 的 。 如 果 所 有 的 = 近 于 相等 ,那么 该 分 数 的 分 母 就 比较 小 ,但 是 其 截 距 和 和 斜 


率 的 方差 却 比 较 大 (图 2-7a)。 反 之 ,如 果 > 的 分 散 性 较 大 ,那么 该 分 数 的 分 母 就 比较 大 而 方差 
却 比较 小 (图 2-7b)。 


(a) (b) 


z 了 


图 2-7 (a) 利 用 最 小 二 乘法 对 一 组 具有 一 致 方差 的 不 相关 数据 进行 直线 拟 合 。 竖 直 短线 段 表 示 

误差 的 大 小 。 因 为 数据 沿 = 没有 很 好 地 分 开 , 所 以 截 距 和 斜率 的 方差 都 比较 大 (由 两 条 不 同 的 直 

线 表示 )。(b) 除 了 数据 沿 = 很 好 地 分 开外 ,其 他 与 (a) 中 的 相同 ,尽管 数据 的 方差 与 (a) 中 的 相同 ， 
但 是 直线 的 截 距 和 和 斜率 的 方差 却 比 (a) 中 的 小 得 多 


数据 和 模型 的 分 辨 矩阵 及 单位 协 方差 矩阵 描述 了 反问 题解 的 许多 有 意义 的 性 质 。 因 而 我 
们 来 计算 几 个 较为 简单 的 广义 逆 的 数据 和 模型 分 辨 以 及 单位 协 方差 矩阵 ([cov.d]=1)， 
(1) 最 小 二 乘 广 义 道 
G-= (GTG) -GT 
N=GG-=G(GTG)-G" 
R=G-G= (GG)-!G™G=1 j 
covam=G-*G- 一 (GTG)-1GTG(GTG) -1= (G70)-! 


(2-125) 
(2) 最 小 长 度 广义 道 
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GC- 一 GT(GOT)-: 
R=G-“G=GT™(GG™) -1G 
covm 一 CG-*G- 一 GT(GGOT) -IOGTD-IG 一 GT(GGCTD -2 (2-126) 
(3) 阻 尼 最 小 二 乘 广 义 道 
G-s= (GG+e1) -GT 
N=GG :=G(G'G+el) 'G! 
R=G-*G= (GG+e1) -GG 
covim=G-*G* 一 G(GIG 十 e1D)-1GTG(GTG + el) (2-127) 
可 以 看 出 ,最 小 二 乘 解 和 最 小 长 度 解 之 间 存 在 许多 对 称 性 。 最 小 二 乘 求 解 完 全 超 定 的 问 
题 , 并 且 具 有 完好 的 模型 分 辩 率 ;最 小 长 度 求 解 完全 欠 定 的 问题 ,并 且 具 有 完好 的 数据 分 辩 率 。 
而 混 定 问题 的 广义 逆 的 数据 和 模型 分 辨 率 则 介 于 这 两 种 极端 之 间 。 
2. 3.4.5 分 辨 率 与 协 方差 优 度 评价 
正如 能 通过 度量 模型 参数 的 总 预测 误差 和 简单 性 来 定量 表示 模型 参数 的 好 坏 一 样 ,我们 
将 导出 几 种 方法 来 定量 表示 数据 和 模型 参数 的 分 辨 矩阵 以 及 单位 协 方差 矩阵 的 优 度 (good- 
ness) 。 因 为 当 分 辨 矩阵 是 一 个 单位 矩阵 时 ,其 分 辩 率 最 高 ,所 以 可 以 根据 非 对 角 元 素 的 大 小 或 
展 布 (spread) 对 分 辩 率 进行 评价 。 
spread(N)= | N—I|3= > > (CN 一 万) 
(2-128) 
spread(R)= || RI || ?= p> > (R,—1.)’ 


fx jm1l 


分 辨 率 展 布 的 优 度 的 度量 是 建立 在 分 辨 矩阵 与 一 个 单位 矩阵 之 差 的 也 ; 范 数 基础 之 上 的 。 
有 时 把 这 些 展 布 称 为 狄 利 赫 菜 展 布 函数 (Dirichlet spread functions ) 。 当 只 = 了 时 ,spread (有 RR) 一 
0。 

因为 模型 参数 的 单位 标准 差 是 由 数据 到 模型 参数 的 映射 中 误差 放大 量 的 一 种 度量 ,所 以 
可 以 用 它 来 估计 单位 协 方差 的 大 小 , 即 


size (cov.m)= | [var,me]; | ?= 2 (CcOv um ); (2-129) 
式 中 的 平方 根 可 以 逐 项 地 进行 解释 。 注 意 , 协 方差 大 小 的 这 种 度量 并 未 考虑 单位 协 方差 矩阵 中 
非 对 角 元 素 的 大 小 。 

我 们 已 经 找到 了 一 种 方法 来 定量 地 评价 某 一 广义 逆 的 分 辩 率 和 协 方差 的 优 度 ,现在 我 们 
来 考虑 是 否 有 可 能 把 这 些 度量 准则 作为 指导 原则 来 推导 广义 逆 。 其 步 又 与 第 三 章 中 的 类 似 , 首 
先是 定义 解 的 预测 误差 和 简单 性 的 度量 ,然后 利用 这 些 度量 推导 模型 参数 的 最 小 二 乘 和 最 小 
长 度 估计 。 

1. 超 定 情形 

假定 方程 Gm=4d 为 一 个 超 定 方程 ,前面 已 经 知道 超 定 方程 最 小 二 乘 解 具有 极 好 的 模型 分 
辩 率 ,因此 这 里 我 们 试图 通过 对 数据 分 辩 率 的 展 布 取 极 小 来 确定 其 逆 算 子 ，。 

今 
PD=spread(N)= (N—1)'(N—1) 
一 NIN 一 1N 一 NIT 十 态 (2-130) 
将 N= 二 GG “代入 上 式 , 并 就 对 G “中 每 个 元 素 求 偏 导 且 令 其 等 于 零 。 可 以 证 明 , 其 矩阵 形式 
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为 
CIGCC- 一 GT5 一 0 (2-131 ) 

可 见 由 此 得 到 的 逆 算 子 CG 环 =(GG) 1G ,与 最 小 二 乘 广义 逆 完 全 一 样 。 于 是 可 以 把 最 小 二 乘 
广义 道 解释 成 使 预测 误差 的 也: 范 数 极 小 的 广义 逆 矩 阵 ,也 可 以 解释 成 使 数据 分 辨 率 的 狄 利 赫 
莱 展 布 极 小 的 广义 逆 和 矩阵 。 

2. 欠 定 情形 

在 一 个 纯 欠 定 问题 中 ,数据 能 够 得 到 精确 地 满足 。 因 而 其 数据 分 辨 矩阵 是 一 个 单位 矩阵 ， 
这 样 其 展 布 就 等 于 零 。 于 是 就 有 可 能 通过 求 模型 分 辨 和 矩阵 的 展 布 对 广义 逆 和 矩阵 的 每 个 元 素 的 
极 小 来 导出 该 问题 的 广义 逆 。 由 该 方程 所 得 到 的 广义 逆 刚 好 是 最 小 长 度 广义 道 G "= 
G'(GG') ,因而 既 可 以 把 最 小 长 度 广义 道 解 释 成 使 最 小 长 度 解 的 LL 范 数 极 小 的 广义 逆 矩 
阵 , 又 可 以 解释 成 使 模型 分 辩 率 的 狄 利 赫 莱 展 布 为 极 小 的 广义 逆 和 矩阵 .这 是 最 小 二 乘 解 和 最 小 
. 长 度 解 之 间 的 对 称 关系 的 另 一 个 方面 。 

3. 混 定 情形 

有 时 要 寻找 使 分 辨 率 的 展 布 的 狄 利 赫 莱 度量 与 协 方差 大 小 的 加 权 和 为 极 小 的 广义 逆 
G-, 即 求 


aspread(N)+asspread (R)++ assize (coOvum) (2-132) 
的 极 小 。 式 中 ,a、a;、as 是 任意 加 权 因 子 。 用 与 前 面 同样 的 方法 可 以 得 到 一 个 广义 逆 方 程 : 
a (GG)G™ +G [aGG'T +as(cov.d)]— (oa)GT=0 (2-133) 


从 和 矩阵 的 代数 明 数 角度 来 讲 , 从 该 方程 中 得 不 到 G 的 显 式 解 。 然 而 ,对 于 大 量 特殊 选择 的 加 
权 因 子 , 却 能 够 写 出 其 显 式 解 。 例如, 当 a 二 1,4;= 二 as= 二 0 时 ,就 又 回 到 最 小 二 乘 解 ;而 当 a==0， 
2 一 1,as 一 0 时 ,就 又 回 到 最 小 长 度 解 。 更 为 有 趣 的 情形 是 2 一 ],az 一 0，,a3 等 于 某 一 个 常数 ( 比 
方 说 后) 及 LcovdJ] 王 7 这 时 广义 逆 为 
G =(G'G+el) 6G! (2-134) 

此 式 刚 好 就 是 阻尼 最 小 二 乘 广 义 逆 , 在 前 面 是 通过 使 预测 误差 和 解 长 度 的 某 一 组 合 取 极 小 来 
导出 这 一 公式 的 。 阻 尼 最 小 二 乘 广 义 逆 也 可 以 解释 成 使 数据 的 展 布 与 协 方差 大 小 的 加 权 组 合 
为 极 小 的 广义 逆 和 矩阵 。 

注意 ,这 些 广 义 逆 极 可 能 具有 包含 负 的 非 对 角 元 素 的 分 辨 矩阵 。 假 如 要 把 分 辨 矩阵 的 每 一 
行 解释 成 局 部 化 平均 值 ,这 是 不 适宜 的 。 从 客观 上 讲 ,如果 局 部 化 平均 值 中 只 包含 正 的 加 权 因 
子 时 ,那么 它 也 许 更 有 意义 。 从 原则 上 讲 , 如 果 通 过 使 展 布 函数 极 小 来 选择 广义 逆 , 那 么 就 有 可 
能 把 包含 非 负 的 加 权 因 子 作 为 一 种 约束 。 然 而 ,实际 上 从 来 就 没有 利用 过 这 种 约束 ,因为 它 会 
使 广义 逆 的 计算 变 得 非常 困难 。 

2. 3.4.6 分辨 率 与 协 方差 之 间 的 折衷 

在 地 球 物理 反 演 问题 中 ,许多 问题 属于 混 定 形式 , 即 和 矩阵 G 的 条 件数 很 坏 。 在 这 种 情况 
下 , 既 要 保证 模型 参数 的 高 分 辩 率 ,又 要 得 到 很 小 的 模型 协 方差 是 不 可 能 的 ,两 者 不 可 兼 得 ,只 
有 采取 折衷 的 办 法 。 

现在 通过 选择 一 个 使 分 辨 率 展 布 与 方差 大 小 加 权 之 和 取 极 小 的 广义 逆 来 研究 这 一 问题 

aspread(R)+ (1—a)size (cov,.m) (2-135) 
如 果 令 加 权 参 数 接近 1, 那 么 广义 逆 的 模型 分 辨 卸 阵 将 具有 很 小 的 展 布 ,但 是 模型 参数 将 具 
有 很 大 的 方差 。 而 如 果 令 a 接近 0, 那 么 模型 参数 将 具有 相对 较 小 的 方差 ,但 是 其 分 辩 率 将 具 
有 很 大 的 展 布 。 使 在 区 间 [0,1] 内 变化 就 可 以 确定 一 条 折衷 曲线 (图 2-8)。 如 果 要 选择 一 个 
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在 模型 分 辨 率 和 方差 之 间 具 有 最 佳 折 囊 的 广义 道 ,那么 这 样 的 曲线 是 相当 有 用 的 (由 适合 于 当 
前 研究 的 问题 的 准则 来 判断 )。 
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模型 方差 的 值 





模型 分 辨 多 的 展 布 


图 2-8 某 一 连续 函数 在 一 给 定 的 离散 化 下 的 方差 和 分 辩 率 之 间 的 折 填 

曲线 。a 越 大 ,在 求 广义 逆 时 ,对 分 辨 率 加 的 权 就 越 大 (相对 于 方差 )。 折 玩 

曲线 的 详细 特征 是 由 参数 化 的 形式 决定 的 。 分 辩 率 不 会 好 到 分 辨 出 比 参 

数 化 中 最 小 的 单元 还 小 的 特征 ,但 是 也 不 会 差 到 分 辨 不 出 比 所 有 单元 
的 总 和 还 大 的 特征 


思考 题 与 习题 


1. 试 述 地 球 物理 反 演 中 的 适 定 问 题 , 超 定 问 题 , 欠 定 问 题 和 混 定 问 题 。 
2. 说 明 求解 反 演 问题 中 模型 构造 中 加 权 的 意义 。 

3. 广义 逆 4 与 4* 有 何 性 质 上 的 区 别 ? 

4. 说 明 研 究 广 义 逆 数 据 分 辨 矩阵 和 模型 分 辨 矩阵 的 作用 和 意义 。 

5. 用 最 小 二 乘 g 道 求解 矛盾 线性 方程 组 ,其 解 是 否 唯一 ,为 什么 ? 

6. 说 明 用 奇异 值 分 解 求解 出 任意 阶 和 矩阵 的 逆 矩 阵 之 性 质 。 


第 三 章 ” 非 线性 反 演 问题 的 线性 化 解法 


实际 上 ,相当 多 的 地 球 物理 问题 并 不 是 线性 的 ,也 就 是 说 观测 数据 与 模型 参数 之 间 不 存在 
线性 关系 。 对 于 非 线 性 问题 ,能 否 利用 线性 反 演 理论 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,关键 是 能 否 解决 非 线 
性 问题 的 线性 化 。 

本 章 重 点 介绍 几 种 经 典 的 非 线 性 问题 线性 化 解法 一 一 最 优 方法 ,并 将 在 $3.9 节 中 介绍 
广义 逆 算 法 在 非 线性 反 演 问题 中 的 应 用 。 


3 3.1 非 线性 问题 的 线性 化 


3.1.1 参数 代 换 法 


所 谓 参 数 代 换 法 ,就 是 将 数学 物理 方程 中 的 待定 模型 参数 置换 成 新 的 参数 ,新 参数 与 原 参 
数 之 间 具 有 一 定 的 数学 关系 ,使 得 观测 数据 与 新 参数 之 间 成 为 一 种 线性 关系 。 

例如 ,车 方程 为 di 二 miexp 《zimz) (i= 二 1,2,3,…,M), 显 然 数 据 (di,zx,) 与 参数 mm ,2 为 非 
线性 关系 ,假设 用 两 个 新 参数 mi ms 代 换 mi 、m;, 即 令 


mi=1n (mi) 

m; = m: (3-1) 
x d;=1nd; 
则 方程 为 

d; =mi+ m7, (i=1,2,3,.…,M) (3-2) 


由 此 变 成 线性 方程 。 这 个 方程 可 以 用 简单 最 小 二 乘法 求解 。 

但 是 ,使 用 线性 化 变换 时 必须 十 分 小 心 。 警 如 ,如 果 对 于 所 有 的 ms; 二 0 ,指数 函数 均 随 > 
值 处 0 值 附近 的 分 散 放大 ,因此 , d'; 具有 一 致 方差 的 假设 就 意味 着 数据 d 的 测量 精度 随 = 的 
增 大 而 增加 (图 3-1)。 这 一 假设 正 与 实验 事实 相 矛 盾 。 


3.1.2 泰勒 级 数 展开 法 


假设 
d=fi(mt) (i=1,2,3,.,M) (3-3) 
为 一 个 非 线性 函数 , 若 给 定 一 个 初 值 模型 参数 m'” ,使 得 
d ”一 六 ON) 或 人 一 OOCm 5) (3-4) 


式 中 必 为 参 变 量 ,di” 为 由 方程 (3-3) 得 到 的 预测 数据 ,车 模型 参数 m 为 N 维 参 数 , 则 方程 (3- 
3) 可 用 泰勒 级 数 展开 式 表示 成 


N af. 1 afs 
由 一 df om — mr) 十 二 > |- 
十 2 Cam) Cm, mm; 让 21 2 > | 








(1m; — mi ) 。(1 一 71) ) 
0 


Ce 
We 





图 3-1(a) 数据 (=,d)( 点 ) 的 最 佳 拟 合 指数 曲线 ( 实 线 )。(b) 取 自 (a) 的 最 优 拟 合 曲线 
《 实 线 ) 与 在 (=,lgd) 域 中 数据 的 最 佳 拟 合 直线 (虚线 ) 不 相同 。 请 注意 ,(a) 中 数据 的 


散布 与 > 无 关 , 而 (b) 中 随 > 增加 
(3-5) 
省 略 二 次 以 上 的 高 次 项 ,并 令 Amj 二 mj 一 1m)” ,Ad; 二 d; 一 d;”, 式 (3-5) 可 近似 地 写成 
Af 
Ad; = 2 Bm) Am, (3-6) 
写成 矩阵 形式 为 
Ad 一 CA (3-7) 
式 中 
Ad Am, | 
Ad, Am, 
Ad 一 二 9 Am . 
du Amav | 
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[Bs 
i FE Ea 加 Eo (3-8) 
二 


显然 ,方程 (3-7) 是 一 个 线性 方程 组 的 和 矩阵 形式 。 这 样 , 非 线性 方程 (3-3) 即 变 为 线性 方程 。 
应 该 指出 ,由 于 线性 方程 (3-7) 的 解 Am 是 模型 参数 初始 值 m” 附 近 的 一 个 增 量 ,其 问题 的 解 
m'” 十 Am 与 真实 解 m 之 间 的 近似 程度 与 m” 的 选取 关系 极 大 。 当 两 者 相差 其 远 且 Am 又 不 能 
有 效 地 取向 于 最 佳 解 方向 时 ,一 次 性 求解 方程 (3-7) 所 获得 的 反 演 问题 的 解 m” 十 Am 是 很 难 
满足 要 求 的 , 故 需 要 进行 重复 迭代 ,将 每 一 次 求解 结果 作为 下 一 次 迭代 求解 的 初始 参数 ,不 断 
改变 Ad Am 和 CG, 从 而 达到 求 得 最 佳 解 的 目的 。 有 关 这 方面 的 内 容 , 我 们 将 在 后 面 作 详细 讨 
论 。 


3 3.2 最 优化 的 基本 概念 


3.2.1 最 优化 算法 


在 求解 地 球 物 理 反 演 问题 中 ,通常 是 通过 设置 目标 函数 来 进行 。 所 谓 最 优化 算法 ,就 是 寻 
求 目标 函数 极 小 点 或 极 大 点 所 对 应 的 变量 (问题 的 解 ) 之 数学 实现 过 程 。 我 们 所 遇 到 的 最 优化 
同 题 , 乡 厦 确 是 一 个 多 元 国政 的 非 竹 洁 没 妖 问 是 jn 论坛 

3. 2. 2 多 元 函数 极 值 问题 BB.S..3SO0I.C ON 


1. 多 元 函数 的 泰勒 展开 
假设 对 于 变量 b= 二 [bi,b;,b;，,… ,bn], 若 函数 8(8) 在 欧 氏 空间 中 有 定义 , 且 至 少 存在 二 次 
导数 , 则 在 b" 附 近邻 域内 可 将 其 表示 成 
DPOB + VDOT Bb) + bb") TY B®") » (bp—b') 








(3-9) 
式 中 
93965306 398 
a ee i 
vo(b )= [5636 | (3-10) 
9G 99 0 
bab Fed 3 69 bn 
a a®@ 909 
TBBbHI)= 196b9b 96,3b, 9 b,9 bn 了 
9g 3 320 
9 bn9 ob) 9 bno b, 9 bn9 bn b=b'0) 


显然 ,VB(b") 为 (5) 在 6b" 处 的 梯度 ;V?@ 称 为 () 的 海 森 (Hessian) 和 矩阵 。 由 数学 场 
论 知识 可 知 ,V 旬 的 方向 是 多 增加 最 快 的 方向 ,而 一 YZ 方 向 则 是 @ 减 小 最 快 的 方向 ,因此 称 
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为 “最 速 下 降 方向 ”。 此 外 ,由 微分 学 知识 可 知 , 海 森 和 矩阵 为 对 称 矩 阵 。 
车 忽略 式 (3-9) 中 一 次 以 上 的 项 , 则 式 (3-9) 可 近似 写成 
BOBb I) + VBb™" Tb—b'") (3-12) 
这 是 将 函数 罗 (b) 线 性 化 的 结果 。 若 忽略 二 次 以 上 项 , 则 有 


DPTBES TH VDP ) (bp—b'")+ 6b")TY ‘@(b'")(b—b"™) 


(3-13) 
此 时 函数 (5) 为 一 个 二 次 型 函数 。 
2. 多 元 函数 极 小 值 及 最 优 性 条 件 
如 果 把 寻求 问题 的 最 佳 解 归 结 为 求 取 目标 函数 的 极 小 值 问题 ,那么 目标 函数 极 小 值 的 存 
在 与 性 质 ,就 是 我 们 所 必须 关注 的 问题 。 在 数学 上 ,多 元 函数 的 极 小 值 有 不 同 的 形式 , 即 
(1) 对 于 bE Er, 有 (6) 二 @(b'), 且 4b 关 b" , 则 称 b' 为 @B(58) 的 全 局 严格 极 小 点 ; 
(2) 对 于 bE En, 有 (5b) 宇 Bl(b* ), 则 称 b' 为 @(5) 的 全 局 非 严 格 极 小 点 ; 
(3) 对 于 bE (| 5b 一 b* 上 ,二 e), 有 (6) 二 B(b'), 生 6 关 b' , 则 称 6' 为 BB(b) 的 严格 局 部 
极 小 点 ,其 中 为 任意 小 正 数 ; 
(4) 对 于 bE (b| 上 b 一 b" 上 ,过 e), 有 PB(b) 宇 B(b'), 则 称 b* 为 @(5) 的 非 严格 局 部 极 小 点 ， 
其 中 亦 为 任意 小 正 数 。 
一 般 来 说 ,函数 28() 的 局 部 极 值 与 全 局 极 值 点 不 同 ,除非 它 在 其 定义 域 上 只 有 唯一 的 极 
值 . 且 前 ,我 们 所 用 于 求解 最 优化 问题 中 函数 极 值 的 方法 ,几乎 都 是 求 局 部 极 小 的 方法 ,而 不 是 
求全 局 极 值 的 方法 。 然 而 地 球 物理 反 演 问题 要 求 求解 全 局 意义 上 的 最 佳 解 ,而 不 是 局 部 最 佳 
解 。 因 此 ,对 反 演 的 最 优化 问题 ,需要 附加 一 些 其 他 条 件 ,或 合理 地 选择 目标 函数 ,使 得 局 部 极 
小 成 为 全 局 极 小 。 
最 优化 问题 目标 函数 的 极 小 值 存 在 的 条 件 也 称 为 最 优 性 条 件 , 是 微分 学 中 函数 极 值 判定 
准则 。 多 元 函数 (5) 在 b' 处 存在 局 部 极 小 的 必要 条 件 是 
V@(b’ ) 一 0 (3-14) 
而 充分 条 件 是 V :$B(b* )( 海 森 和 矩阵 ) 为 正定 的 。 有 关 它 们 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 书 
籍 。 


3.2.3 ”迭代 算法 及 收敛 性 


在 求解 最 优化 问题 中 ,由 于 变量 是 未 知 的 ,用 解析 法 直接 求解 目标 函数 的 极 值 点 是 不 太 
可 能 的 ,然而 在 给 定 一 个 初始 点 久之 后 ,按照 一 定 的 规则 产生 一 个 新 的 点 02 ,如 此 和 迭代 产生 
第 个 点 b” ,从 而 形成 一 个 序列 {8}, 并 使 6“ 不断 到 近 极 值 点 5" ,最 终 得 到 最 优化 问题 的 
解 。 这 种 方法 称 为 迭代 算法 。 和 迭代 算法 是 求解 最 优化 问题 的 最 基本 算法 。 对 于 寻求 目标 函数 
极 小 的 最 优化 问题 ,迭代 算法 所 产生 的 序列 {5 } 称 为 极 小 化 序列 。 

对 于 和 迭代 算法 来 说 ,最 主要 的 问题 是 极 小 化 序列 4 } 是 否 收敛 ,通常 找到 这 样 一 个 序列 
并 不 容易 。 就 某 方法 而 言 , 只 有 当初 始点 b" 充 分 接近 极 小 点 4* 时 , {5} 才能 收敛 ,这 样 的 算 
法 称 为 局 部 收敛 算法 。 而 对 于 任意 初始 点 8”, 序列 {8} 都 能 收敛 于 b"' , 则 称 为 全 局 收敛 算 
法 。 只 有 全 局 收敛 算法 具有 实用 意义 ,但 对 于 算法 的 局 部 收敛 性 分 析 , 在 理论 上 是 重要 的 ,因为 
它 是 全 局 收敛 性 分 析 的 基础 。 

一 个 同样 重要 的 问题 是 算法 收敛 速率 问题 .虽然 极 小 化 序列 48} 收 伍 于 有 ,但 收敛 得 太 
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“ 慢 ”, 即 需要 迭代 次 数 太 多 ,以 致 在 计算 机 允许 的 时 间 内 仍 得 不 到 满意 的 结果 ,那么 在 实践 中 


就 不 能 认为 它 是 收敛 的 。 
设 序列 {bb}) 收 僵 于 极限 b* ,我 们 用 
el(b)= | 5 一 5 | ， (3-15) 
来 度量 收敛 速度 , 则 有 e(5b) 宇 0， 
设 


b+) 
limfroms p=P (a 


式 中 p>0 其 上 界 为 收敛 级 ,PB 为 收敛 比 。 车 序列 收敛 级 为 p; 则 为 p 级 收 僵 。 车 p= 二 1,0 二 B= 
1, 则 称 序列 为 线性 收 合 ;车 p==1,B=0, 则 称 为 超 线性 收敛 ;车 p= 二 1,B==1, 则 称 为 次 线性 收 
敛 。 次 线性 收敛 是 我 们 所 不 希望 的 。 

在 实际 应 用 中 ,我 们 并 不 指望 bP” 无 限 地 接近 b" ,因为 这 样 可 能 会 导致 迭代 无 休止 地 进 
行 。 通 常 需 要 规定 一 个 选 代 终止 准则 。 当 迭代 结果 满足 这 个 准则 时 ,我 们 认为 此 时 的 52 已 充 
分 接近 最 优 解 %", 即 停止 迁 代 。 常 用 的 收敛 准则 为 

(1) 自 变量 的 改正 量 充 分 小 时 , 即 

| 六 + pt) | s<é 


| bt pt | ， 

5b™ |, 

(2) 当 目标 函数 值 下 降 量 充分 小 时 , 即 
Bb +D)—Bb") | ,<e 


|| Db — Dh.) | 2 
臣 Te™ ls 


(3) 当 目标 函数 梯度 充分 接近 于 私 时 , 即 
| VvV®(b™) || ,<e 
以 上 各 式 中 e 为 一 个 充分 小 的 正 数 , 称 为 迭代 精度 。 
最 优化 算法 可 分 为 无 约束 与 有 约束 最 优化 算法 两 大 类 。 本 章 将 根据 地 球 物理 反 演 问题 的 
特点 ,着重 介绍 几 种 常用 的 算法 。 


< 


》3.3 最 速 下 降 法 


和 人们 在 处 理 求解 目标 函数 2(b) 极 小 值 这 类 问题 时 ,总 是 希望 能 尽快 地 搜索 到 极 小 点 , 沿 
着 目标 函数 妥 (8) 梯 度 下 降 最 快 的 方向 去 搜索 正 是 基于 这 种 愿望 。 最 速 下 降 法 是 法 国 数学 家 
Cauchy (1847) 提 出 的 , 它 对 其 他 算法 的 研究 具有 启发 作用 ,因此 在 最 优化 算法 中 占有 重要 地 
位 。 


3.3.1 下 降 算 法 


在 讨论 最 速 下 降 算 法 之 前 ,首先 看 看 下 降 算法 的 一 般 思想 。 考 虑 到 某 一 迭代 点 5 ,要 产 
生 新 的 点 b”*， ,使 
BBP) LBEYH) 或 Bt Vp 
车 令 
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t+D 一 5 一 5 且 5 一 tp (全 0) (3-17) 
式 中 ,pp 为 一 向 量 , 称 为 方向 ;为 一 正 数 , 称 为 步 长 。 显 然 , 要 使 有 二 成立 ,需要 找到 
方向 p“ 和 步 长 1*，。 对 于 多 元 函数 名 (85), 只 要 多” 不 是 全 局 极 小 , 且 在 六 定义 域 上 Go) 的 一 阶 
导数 不 恒 为 零 ,总 能 找到 BCb") 的 局 部 下 降 方 向 p“, 即 可 产生 一 个 极 小 化 序列 {15} ,其 对 应 
的 函数 值 BB(5"”) 为 单调 递减 。 若 B(b”) 有 下 界 , 则 必 有 极限 存在 。 在 给 定 初始 点 4b" 之 后 , 通 
过 逐步 确定 下 降 方 向 p 和 步 长 1 路 (k= 二 1,2,3,…), 使 得 (bp) 逐步 趋 于 极 小 点 ,此 过 程 就 是 
下 降 法 的 一 般 步 又 。 


3.3.2 最 速 下 降 方向 与 最 速 下 降 算法 


从 前 面 的 讨论 可 知 , 函 数 @B(5) 的 最 速 下 降 方 向 为 它 的 负 梯 度 方向 一 VB。 当 下降 方向 p* 
接近 正 交 于 一 VB(p”) 时 ,其 下 降 的 速率 是 很 低 的 ,只 有 下 降 方向 与 函数 负 梯 度 方 向 一 致 , 才 
能 保证 序列 {@””} 以 最 快 的 速率 下 降 , 依 此 建立 的 下 降 算 法 称 为 最 速 下 降 算法 或 最 优 梯度 算 
法 。 

最 速 下 降 方向 确定 之 后 ,如 何 选 择 下 降 步 长 同样 是 一 个 重要 问题 .我 们 可 以 把 这 一 问题 归 
结 为 求 阴 数 

Ht)=B 6b ip ) (>0) (3-18) 
的 极 小 点 的 问题 , 即 一 个 求 一 元 函数 沿 直线 bh" 十 tp 搜索 极 小 点 的 问题 ,也 称 为 一 维 搜索 或 
线性 搜索 。 当 p(t) 达 到 极 小 值 时 ,才能 使 B“+" 得 到 充分 下 降 。 

使 2 十 ip 和”) 在 82 附近 以 zp ”为 增 量 作 素 勒 展开 ,并 忽略 二 次 以 上 的 项 , 即 有 

8 一 多 0 ) 十 tp 和 GO) 十 二 po (bp 
令 gd (4) = 二 0, 则 

d=p" TEE) Hp VBbY) pH=0 
由 于 p 中 = 一 了 B(b 中 ), 则 搜索 步 长 为 


《AT Ch) 


Wi p pb 
PCD 史 2 男 (5 ) p™ 

最 速 下 降 法 的 迭代 步骤 可 描述 为 : 
(1) 给 下 初始 值 bP"” ,允许 误差 e 二 0, 置 k=0; 
(2) 计 算 搜索 方向 p= 一 V@B(b"); 
(3) 确 定 搜索 步 长 所 " ,使 

Pb Hemp =ming(b" +ip™) 
(4) 令 bt = 二 bp 十 tp 中 ,车 上 b+D 一 bp,< 之 e, 即 停止 迄 代 ,得 最 优 解 5' = 二 b*+1, 否 

则 , 令 A=&A 二 1, 返 回 步骤 (2)。 


3.3.3 最 速 下 降 法 的 收敛 性 


最 速 下 降 方向 反映 了 目标 函数 的 一 种 局 部 性 质 ,从 局 部 上 看 ,最 速 下 降 方向 确 是 函数 下 降 
最 速 的 方向 ,运用 线性 搜索 ,的 确 能 生成 极 小 化 序列 {5 } ,然而 最 速 下 降 算 法 的 收敛 速率 却 不 
能 令 人 满意 , 它 产生 的 序列 是 线性 收敛 。 若 (5) 存在 连续 二 阶 偏 导数 , 则 最 速 下 降 法 收 合 性 与 
仅 小 点 处 海 森 矩阵 V" 贡 (5 ) 的 特征 值 有 关 。 著 海 森 矩阵 的 最 小 特征 值 为 ,和 最 大 特征 值 为 
Ms 可 以 证 明 
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(3-19» 





D+ As 一 ha oy * 
ohim Br < Fe) < be 
若 令 一 So , 风 
| 一 i Q_D 
[了 Ar+1 人 





可 见 条 件数 7 越 小 ,收敛 越 快 ;条 件数 越 大 ,收敛 越 慢 。 
从 最 速 下 降 法 搜索 目标 函数 极 小 的 路 径 来 看 , 相 邻 两 个 搜索 方向 彼此 正 交 , 即 令 
pt)= TEBE) pH =0 (3-22) 
式 中 
p=— VO(b™) 
VOBb" + pp )= Vo@b*+ ) = —p"+*Y 
故 p” 与 p"*" 正 交 , 使 搜索 路 线 呈 锯齿 状 。 在 极 小 点 附近 ,目标 函数 一 般 可 近似 用 二 次 函数 近 
似 ,其 等 值 面 可 形象 地 视 为 一 个 多 维 椭 球 面 ,其 长 轴 与 短 轴 分 别 位 于 VB(b' ) 的 最 小 特征 值 
与 最 大 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 方向 。 条 件数 越 大 ,长 短 轴 比 也 越 大 ,可 能 造成 的 搜索 路 径 也 
越 长 (图 3-2) 。 


出 (b ) 二 由 ( 有 (1)) 






Bh)=Db'°)) 


图 3-2 最速 下 降 法 收敛 过 程 示 意图 


综 上 所 述 , 最 速 下 降 法 能 够 保证 收敛 ,但 收敛 速率 比较 慢 。 


3 3.4 苍 梯度 法 


最 速 下 降 方向 从 局 部 上 看 是 目标 函数 值 下 降 最 快 的 方向 ,但 从 全 局 上 看 就 未 必 是 最 好 的 
方向 ,由 此 可 能 造成 搜索 路 线 来 回 摆动 ,使 得 收敛 缓慢 .为 了 加 快 收敛 速度 ,需要 改进 其 搜索 方 
向 。 下 面 我 们 介绍 一 种 基于 共 思 方 向 的 一 种 算法 一 一 共 因 梯度 法 。 


3. 4.1 共 罗 方 向 


设 和 矩阵 4 为 正定 ,车 xAy 二 0, 则 称 向 量 x 与 y 是 关于 4 共 思 的 ,或 称 x、y 是 关于 4 正 交 
的 ,特别 当 A4=1 时 ,x 与 y 是 一 般 正 交 关系 ,我 们 不 妨 用 目标 函数 最 典型 的 形式 一 一 二 次 函数 
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来 讨论 。 
设 目标 函数 
Db) =atg'b+ 3b'0b (3-23) 
式 中 a 为 常 参数 ,g 为 与 b 无 关 的 参数 向 量 ,Q 为 N 阶 对 称 正定 矩阵 ,08' =C>0。 若 存在 ”个 关 
于 Q 互相 共 力 的 非 零 向 量 p ,pp ,PP , 则 从 任意 初始 点 82 开始 ,依次 没 p 王 方向 求 顶 数 
8 的 极 小 ,至 多 nn 步 便 可 收敛 到 人 B 的 极 小 点 。 
对 于 式 (3-23) ,我 们 令 


btD=p tp (#) 


g(b)= V8(b)=gq+Ob (3-24) 
则 

g (5 ) 一 8 一 9 十 @Cb 

gt+D) 一 gtD 一 g 十 O54+D (3-.25) 
上 述 两 式 相 减 , 得 

gotD 一 8 四 一 05044D 一 25 一 0Op (k=1,2,.,n) (3-26) 


依据 式 (3-26), 有 
人 ;Ff oO 大》 





= 82+D 十 5 it?Qp? (1 ShkSn) (3-27) 
按 一 维 搜索 探测 函数 ZB 中 二 2p) 的 极 小 点 z 中 ,即今 
CBB 十 四) w= VBbY + pT p™ 
gt 。 pH =:0 (3-28) 


将 式 (3-27) 两 边 同 左 乘 p ,得 
pg"+ ! 一 pp Bo4+D 十 14+DPO Ope+tD 十， 十 top n) Ck)T Qp"™” 
根据 式 (3-28) 及 共 恩 性 ,有 


PDTgn+1 一 0 (k=1,2,.… ,nm) (3-29) 
由 于 p” 为 非 零 , 即 
go+D 一 立 G(5o+D) 一 0 (3-30) 


pb" 为 极 小 点 。 依 此 得 到 的 算法 具有 二 次 终止 性 。 
3. 4.2 ” 共 思 梯度 算法 


对 于 形 如 式 (3-23) 的 二 次 型 函数 ,采用 共 轰 方向 去 搜索 极 小 点 ,必须 在 第 一 步 搜索 时 取 最 
速 下 降 方向 ,否则 就 不 能 在 有 限 的 迭代 中 达到 极 小 点 。 共 思 梯 度 法 正 是 基于 这 种 思想 对 函数 极 
小 点 进行 逐步 探测 的 。 每 次 迭代 的 共 方 向 p” 通 常 不 是 预先 给 定 的 ,而 是 在 迭代 过 程 中 逐步 
确定 产生 的 。 下 面 来 看 一 下 如 何 构造 一 组 共 示 方向 。 

设 5 为 任意 给 定 的 初始 点 ,在 0 处 我 们 取 B05) 的 梯度 g”, 即 第 一 次 搜索 向 量 

po 一 一 g(0) 
再 从 6 出 发 , 沿 pw 方向 找 出 @(z) 的 极 小 点 
b==b 92 po 
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设 @6(0) 在 52? 的 梯度 为 82, 显然 有 89 8 一 0。 利 用 8 和 p'“ 构 造 第 二 次 搜索 方向 





p=—g "+pBp'” C= 1 
这 里 要 求 po 与 p” 是 关于 0 共 二 的 , 即 p” @p 迪 一 0, 用 CQp% 右 乘 式 (3-31) 转 置 后 的 两 边 ,得 
po Op 一 一 pg Op 十 房 po Op 一 0 (3-32) 
则 有 
go (0) td 
B= rp _ 


如 此 我 们 可 以 寻找 到 p“”。 从 p 仆 点 出 发 , 沿 p“ 方 向 找 出 B(5) 的 极 小 点 
butD=pt ted pe 


进一步 取 p**" 为 





pt =—g*+ +Bp™ (3-34) 
当 
gt Ck) 
B= wT Op (k=0,2,." ,nO—1) (3-35) 
p 
时 , 即 构造 出 n 个 共 二 向 量 pp 下 、…、p””。 可 以 证 明 , 对 0 为 正定 的 极 小 问题 ,有 
4+ID)T Ch+1) (kt+1) 11 2 
(3-36) 
ge) pg) I 
T , 
1 二 2 (3-37) 
p 
共 力 梯度 法 的 计算 步骤 . 


(1) 给 定 初始 点 p”, 人 允许 误差 二 0, 令 有 =0; 
C2) 计算" 二 VB[b"], 著 上 ge”:<e 则 停止 计算 ,得 点 5 一 0 ,否则 进行 下 一 步 ; 
(3) 构 造 搜索 方向 , 令 
六 中 一 一 8 十 肥 _,p4-D 
其 中 , 当 k=] 时 ,BB-1=0,B= 二 记 , 当 k>0 时 ,有 


ew | 
i 


(4)54+D 一 5 十 tp , 求 出 步 长 
(4) | g… | 

PCD Op 
并 确定 新 点 国人 ,返回 第 (2) 步 。 


3.4.3 ” 共 元 梯度 法 的 收 钱 性 


从 前 面 的 讨论 可 以 知道 , 共 示 梯 度 法 的 基本 思想 是 把 共 思 性 与 最 速 下 降 方 法 相 结 合 ,利用 
已 知 点 处 的 梯度 构造 一 组 共 绒 方向 , 沿 着 这 组 方向 而 不 是 负 梯 度 方 向 去 搜索 目标 函数 极 小 点 ， 
根据 共 罗 方 向 的 性 质 , 共 轿 梯 度 法 具有 二 次 终止 性 。 

理论 上 对 于 二 次 正定 孙 数 共 二 梯 度 法 经 有 限 步 迭代 必 达 到 极 小 点 .但 对 于 一 般 函 数 , 尤 其 
是 通过 泰 勤 级 数 展开 后 得 到 近似 二 次 型 函数 ,通过 有 限 次 迭代 不 一 定 能 达到 极 小 点 。 此 外 ,每 
当 用 到 符 阵 Q 之 处 ,需要 用 当前 点 处 的 海 森 短 矩 阵 Y:@[bo]。 这 些 因素 都 将 影响 其 收 僵 性 . 通 





1 


新 开始 ,以 使 其 最 终 达 到 收敛 。 
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3833.5 牛顿 法 


设 /(5) 为 二 次 可 微 沁 数 ,将 其 在 hb” 附近 展 成 泰勒 级 数 , 并 取 二 阶 近似 ,得 
f(b) fb 1 十 v /to* Tb—b "+ sb by :ff[b'”][b—b'" | 
令 中 (b) 二 f(b)。 显 然 , 为 求 目标 函数 更 (b) 的 极 小 点 , 则 令 


vo@[b]=0 
即 vf[Lb ?+ vf "6—b' "1=0 (3-38) 
车 以 6b" 为 初始 点 ,并 设 V :FLb JJ 可逆 , 即 有 迁 代 公式 

54 友人 一 [也 25)] YAO) (3-39) 
其 中 [六 ?f(bp*)]-! 为 海 森 矩阵 了 了 :f(b*) 的 逆 矩 阵 。 可 见 牛 顿 法 的 搜索 方向 为 

p =~—[V/(00™) -VS ) (3-40) 


牛顿 法 收敛 的 速度 是 很 快 的 ,对 形 如 
(6) 一 广 r02 (Q 为 对 称 正定 矩阵 ) 


的 函数 ,经 1 次 迭代 就 可 达到 极 小 点 .但 牛顿 法 的 收敛 性 不 稳定 ,只 有 当 海 森 和 矩阵 正定 , 且 初 始 
点 满足 bE€ {b18(b) 过 BB(b'")} 时 ,才能 保证 收敛 。 
对 牛顿 法 的 改进 有 两 种 途径 。 一 种 是 在 牛顿 方向 上 增加 一 维 搜索 ,即将 式 (3-39) 改 为 
i he Ae ht dh i dy 
=b +t tp (3-41) 

其 中 1" 为 满足 

fb +t pH =minf(b™ 十 上 po ) 
的 最 优 步 长 。 另 一 种 改进 方法 是 将 病态 或 非 正 定海 森 矩 阵 V:7(8% ) 进 行 改造 , 构 造 一 个 正定 
和 矩阵 GH 取代 V ?f(b")。 一 种 简单 的 办 法 是 令 

GH=V/0®)+AI (3-42) 
其 中 7 为 单位 矩阵, 是 一 个 适当 的 正 数 。 若 ai 为 0 :f(b*) 的 特征 值 , 则 ai 十 家 就 为 G*" 的 特 
征 值 。 只 要 为 充分 大 ,就 可 使 G* 的 特征 值 均 大 于 零 , 且 改 善 其 条 件数 ,从 而 使 G" 的 正定 性 和 
可 逆 性 得 到 保证 。 


》 3.6 变 太 度 法 ( 拟 牛 顿 法 ) 


牛顿 法 突出 的 特点 就 是 收 伍 速度 很 快 ,但 却 要 不 断 计算 目 标 函 数 的 海 森 矩阵 的 逆 矩 阵 ,而 
当 海 森 矩 阵 非 正定 或 高 度 病 态 时 , 则 牛顿 法 不 能 保证 收敛。 因此 ,人 们 考虑 不 直接 去 计算 海 森 
和 窍 阵 的 逆 ,而 是 去 近似 地 构造 海 森 矩阵 的 逆 和 矩阵, 因而 出 现 了 拟 牛 顿 法 。 


3. 6.1 拟 牛 顿 条 件 


用 牛顿 法 迭代 ,在 点 5 处 的 牛顿 方向 为 
p=— Vf Ivf bb 
为 了 构造 出 六 /的 近似 矩阵 H,, 先 分 析 V*/*-1 与 一 阶 导数 的 关系 。 
设 在 第 上 次 从 代 后 得 到 的 新 点 为 b**? ,我们 将 函数 f(5) 在 b*+? 处 展开 成 泰勒 级 数 ,并 
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取 二 阶 近似 ,得 
(BJC52+D ) 十 VCB4+DTD7IC8 一 六 +1 ) 


+ (bb) Tf ) (bbet!) (3-43) 
由 此 可 知 ,在 b”* 附近 ,有 
VI(WDAVA b+ VSB )b—b*+) (3-14) 
即 
bro—bay fb) Vf btN)— Vf)) (3-45) 


若 已 知 , 则 可 依据 VC) 、 VCGD) 以 及 844D 估 计 出 六 :FFCG4+D) 一 1。 今 有 一 5 ,并 记 
4+D 一 太一 Sb 
Vf DTD) 一 VCB) 一 rr 
让 和 矩阵 Hi+1 满 足 
SH=H, rr (3-46) 
上 式 称 为 拟 牛 顿 条 件 。 可见 Hi+, 应 为 对 称 正定 矩阵 。 构造 这 样 一 个 矩阵 ,通常 的 做 法 是 选 
择 H。 为 一 个 单位 矩阵 ,然后 通过 修改 H, 得 到 H,,,, 即 
Hi+'=H.+AH, (3-47) 
确定 AH 有 不 同 的 方法 ,下 面 我 们 介绍 一 种 称 为 “ 变 尺 度 法 ”的 算法 。 


3.6.2 变 尺度 (DFP) 法 


变 尺度 法 最 早 由 Daridon 提出 ,后 来 由 Fletcher 和 Powell 改进 , 故 又 称 为 DFP 算法 ， 
我 们 把 式 (3-46) 写 成 
SV=(H+AH)r =Hr® +AHr® (3-148) 
即 有 
AHir t=S®H— Hr 
令 
A 帮 一 Sr 一 有 roOyT (3-49) 
其 中 心 与 ?为 满足 条 件 wr 二 1,y"r 中 ==1 的 向 量 。 可 以 证 明 
St*) Hr 
Tr 
将 式 (3-50) 代 入 式 (3-49) ,得 
SO0S Hror® H, 
0 ST yh) HT Hr 
方法 的 计算 步骤 如 下 
(1) 给 定 初始 点 2 ,允许 误差 e 二 0,k=0; 
(2) 置 Hi==1, 计 算出 b 中 处 的 梯度 Vf(45 中 )，; 
(3) 从 6b" 出 发 , 沿 方 向 
p=—H:vVf® 
求 出 最 优 步 长 1; 并 令 btd=bt dp, 
(4) 检 验 是 否 满 足 收 敛 , 若 
| f(b*+0) | ,<e 
则 停止 ,b' = 二 6“*? ,否则 继续 做 下 一 步 ， 


(3-50) 


《3-51) 
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(5) 车 上 ==n, 则 令 5b 中 = 二 b"+? ,k= 二 0, 返 回 (2), 否 则 进行 下 一 步 ; 
(6) 今 SO=p +D pt ,r= Vf ?一 yf" ,计算 
Hi+ri=H,+AH. 
置 上 = 二 上 十 1; 返 回 (3)。 


3.6.3 变 尺 度 法 的 收敛 性 


从 拟 牛 顿 条 件 可 以 看 到 ,保证 算法 的 收敛 性 的 条 件 是 Hi 总 为 正定 矩阵 。 我们 用 归纳 法 简 
单 证 明 对 于 所 有 (k= 二 0,1,2,…,n) ,Hi 总 是 正定 的 。 
由 于 上 及, 二 7 为 正定 ,假设 Hi 为 正定 , 现 证 明 Hi 1! 亦 为 正定 和 矩阵。 对 于 任意 非 零 向 量 x, 有 
ee Ma 
St) r*) rt*) Hr 
由 于 FH, 正定 ,可 表示 成 
H.=B:B, 
其 中 ,Bi 为 对 称 正定 矩阵 , 令 
Bix=u, Bir'”=y 
代入 式 (3-52) 中 的 右 端 ,并 有 第 一 、 三 项 之 和 
Ee Hr Tv (uu) (vy)— (uv)’ 
ry Hr Viy yTy 
根据 Schwartz 不 等 式 , 有 (xu) (ra) 二 (ury), 则 
(uu) Vy)— (uv) 
vV'y 
由 最 优 步 长 原则 ,b“*" 是 $5 方向 上 的 极 小 点 , 即 有 
Vf(bIN SM=SY V/VN)=0, SH=tHpH=—tV HV f(b") 


(3-52) 


x'H,x— 


之 0 


由 此 有 
Sr 由 一 一 S YA) 
一 
=1 Vf(b™ HV f(b")>0 
则 式 (3-52) 右 端 第 二 项 为 
和 计 四 
t™ Vf(b™) HV f(b™) 
即 证 明 Zz Pi+iz>0, 因 此 Hi+t! 是 正定 的 。 
变 尺度 法 对 二 次 函数 (5) 一 57Qb 具有 二 次 终止 性 , 即 通 过 次 迄 代 ,有 H+ 一 Q'。 由 
于 S™ 向 量 组 关于 0 是 共 轿 的 , 它 对 于 二 次 函数 具有 二 阶 收敛 速率 。 


牛顿 法 可 以 被 看 成 尺度 为 b'0™'b 的 梯度 法 ,而 DFP 法 中 HH 在 不 断 改变 ,所 以 称 为 变 尺 
度 法 。 


0 


3 3.7 最 小 二 乘 算 法 


最 优化 问题 中 , 某 些 问 题 的 目标 函数 由 若干 个 函数 的 平方 和 构成 ,一 般 可 以 写成 
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$b)= 2 户 (b) (b = [5 55w]7) (3-53) 
假设 M 宇 N( 超 定 或 正定 问题 ) ,其 极 小 化 问题 

min®$(b)= pf) 
称 为 最 小 二 乘 问题 。 当 /(5) 为 b 的 线性 泣 数 时 , 称 线性 最 小 二 乘 问题 。 当 f;(8) 为 8 的 非 线 性 
函数 时 , 称 为 非 线 性 最 小 二 乘 问题 。 

由 于 目标 项 数 @(8) 具 有 若干 个 函数 平方 和 这 种 特殊 形式 ,因此 给 问题 的 求解 带 来 某 些 方 

便 . 对 于 这 类 问题 ,除了 能 够 运用 前 面 介 绍 的 方法 求解 ,还 可 以 用 一 些 更 为 简便 有 效 的 解法 。 下 
面 我 们 针对 函数 f.(5) 的 线性 与 非 线 性 情形 ,介绍 最 小 二 乘 方 法 。 


3.7.1 线性 最 小 二 乘 问题 解法 


假设 
fi(b)=A'b—d.; (一 1,2……A1) (3-54) 
这 里 4, 为 N 维 向 量 ,d; 为 已 知 观测 数据 。 我 们 可 以 用 和 矩阵 形式 表达 式 (3-54) , 令 
A! di 
A: d; 
4 一 | . |，d=|. 
4 du 
4 是 MXxN 阶 矩阵 ,d 为 M 维 向 量 , 则 
$b)= S\ fcb) = (Ab — d)T™(Ab — d) = biATAb 一 25T4Td + drd 
(3-55) 
今 
VB=2ATAb—2ATd=0 (3-56) 
即 极 小 点 B(b' ) 满 足 
ATAb=ATd (3-57) 
若 4 是 满 秩 ,4"4 为 对 称 正定 矩阵 , 则 问题 的 解 为 
5 一 (4:4)-1470 (3-58) 


由 于 态 (8) 为 线性 函数 ,只 要 (474) 非 奇异 ,5" 必 为 全 局 极 小 点 。 
3.7.2 非 线 性 最 小 二 乘 问题 解法 


我 们 知道 , 非 线性 函数 f(b) 可 以 通过 线性 化 ,将 其 变换 或 近似 表示 成 线性 函数 ,如 将 f(b) 
在 某 近 似 解 bP" 附近 展开 成 泰勒 级 数 , 并 略 去 一 次 以 上 的 项 , 即 
fbf b+ YFD®S Tb—b") (3-59) 
由 此 确定 进一步 的 近似 解 b+ 。 若 以 式 (3-59) 近 似 表示 非 线性 函数 /8), 则 目标 函数 的 极 小 
问题 可 写成 
min®(b)= Sv Tp 一 fb) (3-60) 
A l=) 
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地 信 网 论坛 


BBS.3SO01.COMNM 


vA ey [Yh (Be 
4 一 | : | : | 一 .46 一 
的 Vfu bb — fu(b™) 
式 中 
a 
| : | 
“(b"™) 
故 目 标 函 数 表示 成 矩阵 形式 
$b)=(Ab—d)' (Ab—d) (3-61) 


显然 , 式 (3-61) 与 线性 问题 式 (3-55) 具 有 同样 的 形式 。 但 是 ,由 于 式 (3-59) 是 非 线 性 函数 
f(b) 的 近似 表达 式 , 故 我 们 不 能 指望 通过 一 次 求解 得 到 (5) 极 小 点 。 如 果 4 是 满 秩 的 , 则 4 4 
为 对 称 正定 矩阵 ,因而 (4TA)“! 存 在 。 这 时 ,由 式 (3-57) 可 知 ,BB(5) 极 小 点 的 进一步 近似 bh“**” 
可 由 下 式 确定 


ATAbD :DAT 45 一 三) (3-62) 
即 一 (3-63) 
实际 上 ,对 于 用 式 (3-59) 线 性 化 f:(5) 的 情况 下 ,由 于 V*f(5)= 二 0, (A444) 可 视 为 目标 明 数 

和 (5) 的 海 森 答 阵 , 记 作 
H,= AiA, (3-64) 


而 241t/"“ 又 可 看 作 @(5) 在 b" 处 的 梯度 , 即 
afi(b™) . afiCb'™) 
9 和 = 市 





2A1 f=2 - ep 计 网 J EE, 
af, 人 a Fb ) 
9 Es 3 O07 CA 了 
2 em， 
一 =T8b") 
2 2 人 fb) po) 
因此 ,有 
btm Hi YO) (3-65) 
显然 ,这 是 牛顿 法 的 迭代 形式 ,只 是 这 里 的 Hr? 为 线性 化 后 似 近 海 森 和 矩阵 V: 到 (8 ) 的 逆 珑 
阵 。 这 种 方法 称 为 高 斯 -牛顿 法 。 
前 面 曾 讨论 过 ,如 果 把 56= 一 Hi "VB(b”) 直 接 作 为 b” 的 修正 量 ,这 样 迭 代 不 一 定 保证 收 
伍 , 尤 其 在 当 函 数 f(b5) 高 次 项 不 能 忽略 的 情形 下 。 因 此 ,可 以 把 一 Hr*YV@(b") 作 为 确定 b* 
的 搜索 方向 
p=—Hir'Vo@(b") (3-66) 
沿 这 个 方向 进行 一 维 搜索 : 
so 
求 出 最 优 步 长 1 后 
org i (kh) 
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把 bp"* "作为 第 上 十 1 次 近似 解 ,直到 满足 要 求 为 止 。 这 种 方法 亦 称 为 广义 最 小 乘法 。 
计算 步骤 : 
(1) 给 定 初 始点 b"” ,允许 误差 e 二 0, 令 k=0; 
(2) 计 算 函 数值 f (5) ,一 1,2,……, AM ,得 向 量 


tbe 
w Bb) 
_ 9f:(b™) 
”9b, 





再 计算 一 阶 导数 
Qi (一 1, 2，…Af; 7) 一 1,2… 及) 
得 /MXN 阶 矩 阵 
Ai= {ai}uxy 
(3) 解 方程 组 
ATAb'®=— AIf®™ 
得 高 斯 -牛顿 方向 P”; 
(4) 从 b™ 出 发 , 沿 方向 p” 作 一 维 搜索 ,确定 1; 
(5) 若 上 bp**? 一 bp 之 e, 则 停止 计算 ,得 b* = 二 b*+? ,否则 , 令 有 = 十 1, 返 回 (2)。 
离 斯 -牛顿 法 的 收敛 不 稳定 。 由 于 函数 f;(b) 线 性 化 程度 不 同 , 以 及 海 森 和 矩阵 的 非 正 定性 ， 
在 初始 点 选择 不 适宜 时 ,其 收敛 不 能 保证 。 


9 3.8 阻尼 最 小 二 乘法 


针对 最 小 二 乘法 所 存在 的 问题 ,1963 年 马 奎 特 (Marguartt) 对 最 小 二 乘法 作 了 一 次 有 成 
效 的 改进 ,在 实际 应 用 中 取得 了 和 良好 的 效果 。 
我 们 知道 ,用 最 小 二 乘法 进行 迭 代 时 ,校正 向 量 的 步 长 较 大 , 若 初始 值 选 择 合适 ,能 很 快 收 
伍 , 但 其 收敛 性 很 不 稳定 , 若 初 始 值 选择 不 合适 ,易于 发 散 。 最 速 下 降 法 则 相反 , 它 沿 最 速 下 降 
方向 搜索 ,可 以 保证 收敛 ,但 步 长 太 小 ,收敛 很 慢 。 阻 尼 最 小 二 乘法 是 在 两 种 方法 之 间 取 某 种 折 
圳 ,力图 以 最 大 的 步 长 ,同时 又 靠近 最 速 下 降 方 向 ,以 保证 稳定 收敛 ,并 加 快 收敛 速度 这 种 方 
法 又 称 马 奎 特 法 。 
3.8.1 阻尼 最 小 二 乘法 基本 思想 
对 于 目标 晒 数 
Bb)= 2 fb), | 
的 极 小 问题 ,最 小 二 乘法 将 问题 转变 成 求 线性 方程 组 
45 一 8 (3-67) 
式 中 ,A 为 MXN 阶 对 称 和 矩阵 ,56==b*+? 一 b，,g 为 N 维 向 量 。4 与 8 都 随 着 迭代 的 进行 而 变 
化 。 
阻尼 最 小 二 乘 的 做 法 是 将 式 (3-67) 改 写成 
(4 十 11)5=g (3-68) 
式 中 了 为 单位 矩阵 ,， 为 选择 用 于 控制 方向 和 步 长 的 正 数 , 称 为 阻尼 因子 ,显然 ,校正 量 5 为 4 
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的 函数 , 即 5 王 5(ChA) , 称 为 马 奎 特 校 正 量 。 这 样 ,阻尼 最 小 二 乘 的 迭代 公式 可 定 成 
b+ 一 六 十 (4 十 MD 一 :8 (3-69) 
为 什么 加 入 阻尼 因子 后 会 改善 收敛 性 呢 ? 马 奎 特 证 明了 下 列 三 个 定理 。 
定理 1: 若 对 于 任 一 个 数 ,全 0,5, 满足 方程 
(4 十 M1)6 一 8 
则 5 使 得 画 数 更 在 半径 为 上 5。| :的 球面 上 取 极 小 。 
证 明 : 设 在 b” 附 近 ,fi(b) 可 写成 
f(b +6)= f(b'")+p6 
简 记 作 /=f/"" 十 p56, 于 是 
P="f =(f"+p6)" (f+ pe) 
=f "f+2f p66 pp6 
若 多 在 半径 为 e661 球面 上 取 极 小 , 则 相当 于 在 条 件 (5'5 一 5B365。)=0 下 取 极 小 。 根据 拉 格 朗 日 
乘 数 法 的 原理 ,上 述 问题 可 转化 为 求 函 数 
ul(6,2)=f' Tf +2f "Tp6+6T pT p6+A(GTE— 616,) 
的 极 小 问题 。u(65,4) 存 在 极 小 的 必要 条 件 是 5 及 4 应 满足 方程 


j=0, (1:=1,2,°"*,N) 
即 

2p' f+2p"p6+246=0 
则 有 

(pIP 十 11)5 一 一 PT 
进而 


(4 十 MD)5 一 8g 
其 中 ,4 一 六 p,8 一 一 六 AD 。 可 见 , 当 ) 包 0 充分 大 时 ,可 以 保证 (4 十 iD) 正 定 , 即 方程 (4 十 X1)5 
二 g 有 唯一 解 , 即 当 5 一 5 时 ,使 (5,4) 达 到 极 小 。 这 个 必要 条 件 也 是 充分 条 件 。 
定理 2: 阁 对 于 给 定 的 4+ 和 6=6(4) 是 方程 (3-68) 的 解 , 则 沙 数 上 6502) 上 , 是 ) 的 连续 递减 
函数 ,并 且 
lim | 6(4) | ,=0 
证 明 : 因 为 4 为 对 称 和 矩阵, 则 存在 正 交 和 矩阵 5S, 使 得 
STAS=D=diag(di,d,;,,** ,d,) 
于 是 4=(S )-DS -= 一 SDS 。 设 5 二 6(4) 满 足 方程 (3-68), 则 有 
5(A)=(A+A) ig= (SDST+ASS 1) pg 
=[S(D-+-AD)ST]-!g 


=S(D+XM) Sg 
所 以 
| 5(CA) || 2 =67 (4)6(4) 
一 8 SCD 二 AM1) S'S(D+AL) Sg 
一 8T7S[CD 十 MD)?]-:STg 
记 VY 一 S 8， 则 有 
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| 5(A) := >) ta 


J™=] 


显然 ,5(4) 是 A€E [0, 十 ce) 连续 递减 函数 。 当 人 一 ce 时 ,| 玫 5G) ,一 0。 
定理 3: 设 "是 马 奎 特 方 向 5(4) 与 最 速 下 降 方 向 564 之 间 的 夹 角 , 则 vw 是 4 的 连续 递减 沼 


数 , 且 当 4>oo0 时 ,v=0, 即 6() 转 向 5, 方向 。 
证 明 : 由 定义 可 知 
6'6, 
"Tal 
由 于 65, 为 负 梯 度 方 向 , 即 令 5 二 一 VB(b)==g, 因 而 
COsU 一 SD+NU) SS 


V; 
2 ((dj+ A Corey | 


J=1 





a Vi (D+A)-'V 
ee 
全 ((d,+24)) (gg)® 
N V’ 
Fs 
N Vi 172 
( T )12 
[> Ga] SE 
显然 , 当 A 一 oo 时 ,有 
N 
Vs 
meow Rd Ne 
ci 四 N “ L )12 
( Sv?) (grg) 8B 8 
hj=1 
即 v 一 0。 考 虑 到 
dcosvu 
即 得 证 。 


以 上 三 个 定理 ,描述 了 阻尼 最 小 二 乘法 的 三 个 重要 性 质 。 定 性 地 说 , 当 4 由 零 逐 渐 增 大 时 ， 
马 奎 特 方 向 (6) 逐渐 由 高 斯 -牛顿 方向 转向 最 速 下 降 方 向 (6,) ,其 校正 量 大 小 也 由 高 斯 -牛顿 校 
正 量 逐 渐 减 小 ,直至 为 零 (M 一 0)。 当 要 使 和 迭代 稳定 收敛 时 ,可 以 增 大 4, 当 需 要 提高 收敛 速度 
时 ,又 可 以 减 小 人 ,因此 \ 起 着 促进 平衡 的 作用 。 从 方程 (4 十 MX)5=8 角度 来 看 ,如 果 和 矩阵 4 是 
病态 的 或 非 正 定 的 ,只 要 当 ) 充 分 大 ,就 能 保证 矩阵 (4 十 it) 正定 , 且 算 阵 的 病态 得 以 改善 , 记 
pmux pmin 分 别 为 4 的 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 , 而 posx 十 1 和 jemis 十 4 则 分 别 为 (4 十 杂 ) 的 最 大 


特征 值 与 最 小 特征 值 , 因 而 有 条 件数 


lasa 十 人 
cond(A+A)= 





当 A 二 0 时 ,cond(4 十 11) 一 2 , 当 AM 一 co 时 ,cond(4 十 X1) 一 1。 显 然 , 对 于 4 汪 0, 有 


cond(A+A)<cond(A) 
这 便 说 明了 阻尼 最 小 二 乘法 为 什么 是 优越 的 。 


3. 8.2 阻尼 因子 ) 的 选择 


在 实际 计算 中 ,4 不 能 取 太 大 。 因 为 这 时 步 长 上 6 上 太 小 ,收敛 太 慢 。 仅 当 B*+? 守 @ 中 时 ， 
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才 被 迫 取 较 大 的 ^ 值 。 在 马 奎 特 阻 尼 最 小 二 乘 方法 中 和 ”是 依据 迭代 中 B“* 与 有 % 的 大 小 来 
确定 的 , 当 4 人 ”给 定 后 ,逐步 尝试 增加 或 减 小 。 这 种 做 法 并 不 理想 ,有 时 为 了 确定 一 个 合适 的 
和” 值 , 需 要 多 次 尝试 多 次 求解 方程 (4 十 MX”1)5 一 8 ,从 而 影响 收 伍 速 度 。 

弗 雷 切 尔 (Fletcher) 建 议 , 根 据 B(5) 的 非 线 性 程度 来 确定 增 大 或 碱 小 阻尼 因子 。 所 谓 “ 非 
线性 程度 "是 指 函 数 B(b) 在 迭代 中 的 实际 减 小 量 与 用 理想 二 次 型 函数 表示 多 (0) 的 变化 量 之 


比 , 轩 . 十 》 
六 一 和 (3-70) 
这 里 
Bb*tN)—Bb®Y)=26'g+ pA (3-71) 
其 中 5 一 54+D 一 5b ， 
当 ~” 越 接近 于 1 时 ,表明 @(b** ?) 越 接近 于 BCb*+?), 则 称 聘 数 (58) 在 b* 处 “线性 程 
度 " 较 好 ,因而 用 高 斯 -牛顿 法 求解 引起 的 误差 较 小 , 故 可 减 小 4 值 ,使 马 奎 特 方向 偏向 高 斯 - 牛 
顿 方 向 ,对 增 大 步 长 进行 第 (4 十 1) 次 迭代 。 当 直接 近 于 零 时 ,表明 B(6) 在 b“* 处 “线性 程度 ” 较 
差 , 即 多 (8 ”7 ) 与 @(b*+，) 相 差 较 大 ,应 考虑 增 大 ,使 马 硅 特 方 向 偏向 最 速 下 降 方向 ,以 减 小 
步 长 ,确保 迭代 收敛 。 
一 般 判别 增加 或 减 小 4 的 标准 是 设 定 ~ 值 的 上 .下 限 , 如 当 
(1) 当 <-0. 25, 增 大 4; 
(2) 当 0.25< 过 xr” 之 0.75 ,保持 4 不 变 ; 
(3) 当 "二 0.75, 减 小 4。 
增 大 与 减 小 4 的 办 法 ,通常 用 一 个 正 数 乘 子 B(B 二 1), 当 需要 增 大 4% 时 , 令 44+? 二 BA，。 当 需 
要 减 小 人” 时 , 则 令 和 2 一 Mi/B。 一 般 取 有 为 2 一 10 之 间 的 正 数 。B 值 同样 可 以 通过 下 列 式 子 


给 出 
Db tr ) 一 盏 (8 ) 


十 
有 (g 50 ) 


十 2 (3-72) 


3.8.3 阻尼 最 小 二 乘 算 法 的 迭代 步 又 


阻尼 最 小 二 乘 (MF) 算 法 的 迭代 步骤 ; 

(1) 给 定 b”, 人 允许 误差 s>0 和 初始 阻尼 因子 4"” 守 0, 并 令 有 =0; 

(2) 计 算 方程 (4 十 21)6 中 = 二 g 中 中 4 和 g; 

(3) 求 解 方 程 (4 十 X71)6 中 ==g 中 ,得 到 56, 车 上 6% 上 一 e, 停 止 和 迭代 ,得 最 优 解 六 =b"*-， 
十 5 

(4) 令 54+D 一 5 十 5 , 求 画 (B4+D) .Cp 中 ) 以 及 rw 和 ppB?; 

(5) 若 re<0. 25, 增 大 1 , 即 44+0=B*4%， 

车 0. 25 生 r 史 和 妥 0.75, 保持 不 变 , 而 Mt+D 一 Xe， 

车” >0.75, 减 小 和 , 即 A419 二 A499/B，, 当 2 中 减 小 到 一 定 程度 时 ,如 4 小 于 菜 一 设 定 
值 (10-) 时 , 令 1 一 0; 

(6) 邻 =k 十 1, 返 回 (2)。 
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833.9 广义 逆 算法 


3.9.1 广义 逆 求 反 演 问题 


第 二 章 讨论 的 利用 广义 逆 求 解 反 演 问题 中 ,介绍 了 奇异 值 分 解 确定 广义 逆 进 而 求解 线性 
方程 组 的 方法 。 对 于 地 球 物理 反 演 问 题 ,是 依据 一 批 观测 数据 di ,d;,…,d, ,求解 地 质 体 模型 参 
数 b,,b,,…,b,。 理 论 场 函 数 /(5b) 通 常 不 是 模型 参数 b 的 线性 函数 ,因此 需要 对 其 进行 线性 化 
转换 。 一 般 的 做 法 是 按 最 优化 方法 的 思想 ,将 场 数 1(5) 在 参数 的 某 个 初 值 b” 处 作 泰 勒 展开 








fb) fb'™")+AS (3-73) 
其 中 
6=b—b"" 
9f ., 9 有 
9b, ab, 
4 一 | : : : | ,为 78) 的 雅 可 比 矩 阵 。 
9fn ,, 9fn 
ab, ab, 
这 里 f:(48) 为 对 应 d 第 i 观测 点 处 的 理论 场 值 。 于 是 得 到 理论 场 值 与 观测 场 值 之 残 差 
e(b)=d—/(6)=d—/f(b"")—A6 (3-74) 
应 当 指出 ,此 残 差 中 包含 了 线性 化 的 误差 。 记 
Z=d—f(b'") (3-75) 
为 观测 值 与 给 定 初始 模型 的 理论 场 值 之 差 , 是 已 知 量 , 则 式 (3-74) 可 改写 为 
A6=Z—e(b) (3-76) 


略 去 上 式 中 的 s(p), 则 相当 于 将 线性 化 误差 和 观测 数据 与 理论 场 值 之 差 纳 人 模型 参数 改正 量 
5 之 中 , 即 有 
45 一 Z (3-77) 

这 是 一 个 关于 改正 量 6 的 mrXn 阶 线性 方程 组 。 解 之 ,得 到 82 的 改正 量 5 , 因 它 含有 两 方面 
的 误差 , 故 将 其 加 到 b” 上 得 到 一 个 可 能 更 好 的 模型 参数 50) ;重复 上 述 步骤 ,可 能 最 终 得 到 一 
个 符合 实际 的 模型 p>”*。 每 次 迭代 都 从 新 的 点 出 发 对 f(b) 做 线性 化 ,重新 确定 其 雅 可 比 和 矩阵 ， 
直到 残 差 (6) 足够 小 为 止 。 

对 方程 (3-77) 中 雅 可 比 矩 阵 4 作 奇 异 值 分 解 , 可 以 得 到 4 的 最 小 范 数 最 小 二 乘 广 义 北 ， 
从 而 保证 了 和 迭代 过 程 的 稳定 性 。 实 践 证 明 , 无 论 是 广义 逆 和 迭代 反 演 还 是 阻尼 广义 道 迭 代 反 演 ， 
都 优 于 传统 的 最 优化 方法 。 


3.9.2 广义 逆 算 法 评价 


衡量 一 种 算法 的 优 劣 ,一般 是 用 收敛 性 与 收敛 速度 两 方面 来 评价 。 这 里 ,我 们 不 作 理 论 上 
的 讨论 ,而 是 针对 一 个 简单 的 模型 采用 广义 逆 算 法 .阻尼 最 小 二 乘 ( 马 奎 特 ) 法 及 变 尺 度 法 进行 
反 演 ,对 比 它 们 的 反 演 效果 。 
选用 的 模型 为 一 个 二 维 直 立 板 状 磁性 体 , 利 用 给 定 的 模型 产生 的 磁 异 常 ,对 下 列 六 个 自由 
参数 :.J/:( 磁 化 强度 水 平分 量 );J:( 磁 化 强度 垂直 分 量 );zo( 板 状 体 中 心 水 平 坐 标 ); 25( 板 状 体 
厚度 );x,( 板 项 深度 ) ;zx;( 板 底 深度 ); 进 行 反 演 。 
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我 们 以 观测 场 值 ( 预 先 给 定 的 异常 值 ) 与 理论 计算 场 值 之 方差 为 目标 函数 值 ,以 理论 正 演 
计算 次 数 为 迭代 次 数 ,其 三 种 方法 反 演 收 敛 速 度 如 图 3-3 所 示 , 广 义 逆 算 法 与 阻尼 最 小 二 乘法 
随 着 和 迭代 次 数 的 增加 ,目标 函数 值 都 能 快速 下 降 ,但 广义 逆 算法 更 为 稳定 ; 变 斥 度 法 则 收敛 较 
慢 ， 






一 一 广义 道 法 
一 一 - 阻尼 最 小 二 乘法 
一 一 变 尺 度 法 


目标 古 数 值 
g 
De 


0 20 0 10 WH 0 1 80 0 100 
选 代 计算 次 数 


图 3-3 不 同 算法 选 代 次 数 对 比 


从 反 演 问题 解 的 稳定 性 来 看 (如 表 3-1) ,在 六 个 自由 参数 初 值 不 好 的 情况 下 ,阻尼 最 小 二 
乘法 和 迭代 48 次 ,模型 的 水 平 位 置 x。, 宽度 26, 上 顶 及 下 底 埋 深 = \z* 基本 收敛 ,对 目标 函数 的 
变化 不 敏感 的 磁化 强度 的 大 小 及 方向 的 参数 J,、J; 收敛 不 好 。 变 尺度 法 迭代 49 次 ,能 大 致 收 
敛 , 但 收敛 缓慢 。 而 广义 道 和 矩阵 法 迭代 21 次 ,各 参数 都 完全 收敛 ,实际 上 , 它 迭 代 17 次 的 结果 
就 比 变 尺度 法 迭代 49 次 的 结果 好 得 多 。 

算法 的 稳定 性 还 体现 在 对 随机 干扰 影响 的 反应 。 当 我 们 对 任意 四 边 形 截面 水 平 柱 体 模型 
的 理论 场 值 加 上 方差 vc=5 nT 及 均值 E=0 的 随机 干扰 信号 时 ,阻尼 最 小 二 乘法 不 稳定 ,模型 
中 一 角 点 “ 飞 " 出 地 面 ,不 收敛 。 而 广义 逆 算 法 的 反 演 效 果 较 好 ,中 心 点 与 截面 形状 基本 上 与 真 
实 模 型 吻合 。 


表 3-1 不 同 算法 稳定 性 比较 


0.26X 107! 


0. 40X 10~? 


0.47X 10™? 





通过 以 上 对 比 ,可 以 看 出 广义 逆 算 法 具有 与 阻尼 最 小 二 乘法 相当 的 收敛 速度 , 比 变 尺度 法 
快 ;在 反 演 稳定 性 方面 ,广义 逆 算法 与 变 尺度 法 相当 ,而 比 阻 尼 最 小 二 乘法 好 。 
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思考 题 与 习题 


1. 什么 是 最 优化 算法 ? 最 优化 算法 的 一 般 过 程 是 什么 ? 
2. 最 速 下 降 法 的 优 缺 点 是 什么 ? 

3. 如 何 理 解 共 二 梯 度 法 二 次 终止 性 ? 

4. 最 小 二 彩 法 与 最 速 下 降 法 的 区 别 是 什么 ? 

5, 分 析 阻 尼 最 小 二 乘法 解决 反 演 问题 的 综合 能 力 。 


7] 


第 四 章 ”完全 非 线 性 反 演 初步 


前 面 几 章 讨 论 了 地 球 物 理 反 演 问 题 的 线性 反 演 方法 。 它 们 是 理论 最 完整 、 应 用 最 广泛 .最 
为 成 熟 的 反 演 方法 。 但 是 ,在 现实 工作 中 , 绝 大 多 数 地 球 物理 问题 都 是 非 线 性 问题 。 用 线性 反 
演 方 法 处 理 非 线性 反 演 问题 总 显得 “力不从心 *。 因 此 ,研究 发展 非 线 性 反 演 方法 是 地 球 物 理 
工作 者 刻不容缓 的 重要 任务 .与 线性 反 演 相 比 , 非 线 性 反 演 无 论 在 理论 上 还 是 在 处 理 方 法 上 都 
要 困难 得 多 , 故 非 线 性 反 演 理 论 、 方 法 相对 而 言 至 今 仍 处 于 不 太 完 善 的 状态 。 近 年 来 ,由 于 广大 
地 球 物理 工作 者 的 不 懈 努 力 , 非 线性 反 演 方法 得 到 了 迅速 发 展 ,并 在 实际 工作 中 得 到 了 应 用 ， 

由 于 非 线 性 反 演 相对 于 线性 反 演 而 言 至 今 仍 处 于 不 太 完 善 的 状态 ,而 且 非 线性 反 演 较 线 
性 反 演 难度 要 大 , 故 它 常 借鉴 一 些 新 兴学 科 的 前 沿 理论 作为 基础 ,涉及 的 面 较 广 ,所 需 的 基础 
知识 较 深 较 新 。 为 使 读者 对 非 线性 反 演 有 一 个 初步 的 了 解 ,本 章 仅 简 单 地 介绍 知 干 最 和 常用、 最 
成 熟 的 完全 非 线性 反 演 方法 。 对 非 线性 反 演 有 兴趣 的 读者 可 阅读 有 关 的 参考 资料 。 

如 前 所 述 ,所 谓 地 球 物理 非 线性 反 演 问题 ,是 指 观 测 数 据 d 和 模型 参数 m 之 间 不 存在 简 
单 的 线性 关系 (包括 线性 函数 .线性 泛 函 ) ,而 是 复杂 的 非 线 性 关系 。 它 们 之 间 可 能 以 隐 式 形式 
出 现 , 如 F(d,m) 一 0; 也 可 能 以 显 式 形 式 出 现 , 如 d 一 g(m) 。 

目前 发 展 的 大 量 非 线性 反 演 方法 大 体 上 可 以 分 为 两 大 类 ,一 类 为 线性 化 方法 ; 另 一 类 为 完 
全 非 线性 反 演 方法 。 前 一 章 已 介绍 了 线性 化 方法 ,本 章 简单 介绍 完全 非 线性 反 演 方法 。 


《4.1 线性 化 反 演 方法 求解 非 线 性 反 演 问题 的 困难 


由 前 所 述 可 知 ,线性 化 反 演 方法 求解 非 线性 反 演 问 题 时 强烈 地 依赖 于 初始 模型 . 知 初 始 模 
型 选择 得 好 ,可 以 得 到 真实 解 ,否则 就 可 能 得 到 错误 的 解 。 初 始 模型 的 选择 显然 需要 对 模型 参 
数 的 先 验 了 解 , 即 先 验 知 识 和 先 验 信 息 。 若 先 验 知识 和 信息 丰富 , 则 初始 模型 可 以 选择 得 较 好 ， 
否则 就 难以 选择 .幸运 的 是 ,对 于 许多 地 球 物 理 问 题 ,我 们 已 经 有 了 不 少 先 验 知识 和 先 验 信息 ， 
可 以 方便 地 选择 初始 模型 。 这 也 就 是 为 什么 线性 化 反 演 方法 能 够 解决 许多 地 球 物理 非 线 性 反 
演 问 题 的 原因 .但 是 ,还 有 很 多 地 球 物理 问题 ,人 们 没有 太 多 的 先 验 知识 和 先 验 信息 ,难以 正确 
地 选择 初始 模型 . 为 了 解决 这 些 问题 ,必须 使 用 完全 非 线 性 反 演 方法 .在 介绍 完全 非 线 性 反 演 
方法 之 前 ,首先 需要 了 解 为 什么 线性 化 反 演 方法 强烈 地 依赖 于 初始 模型 , 即 了 解 其 困难 所 在 。 

由 前 一 章 可 知 , 线 性 化 方法 在 每 一 次 迭代 时 ,首先 搜索 在 当前 模型 下 目标 函数 的 下 降 ( 或 
上 升 ) 方 向 ,然后 按 此 方向 以 一 定 步 长 前 进 , 求 得 一 个 新 的 模型 ;以 此 新 模型 作为 起 点 ,再 进行 
搜索 ,不断 迭代 ,直至 不 能 前 进 为 止 。 当 然 ,搜索 的 方法 可 以 不 同 ( 或 利用 导数 ,或 不 利用 导数 )， 
但 其 基本 思想 必 为 搜索 下 降 ( 或 上 升 ) 方 向 ,如 果 没 有 下 降 ( 或 上 升 ) 方 向 了 ,搜索 也 就 停止 

由 于 线性 化 反 演 方法 每 一 次 迭代 时 均 只 朝 目标 函数 值 减 小 (或 增 大 ) 的 方向 搜索 ,不 可 能 
向 相反 的 方向 搜索 。 当 初始 模型 在 真实 模型 附近 时 ,这 种 搜索 能 达到 最 小 值 ( 或 最 大 值 ) 所 对 应 
的 真实 模型 处 。 但 当初 始 模型 离 真 实 模型 较 远 ,在 某 一 局 部 极 值 所 对 应 的 模型 附近 时 ,这 种 搜 
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索 会 到 达 局 部 极 值 为 止 , 再 也 不 可 能 改变 了 , 即 陷 
人 了 局 部 极 值 ,显然 ,局 部 极 值 对 应 的 模型 不 是 真 要 
实 模型 ,而 是 一 个 错误 的 模型 。 因 此 ,我 们 说 线性 ] 
化 方法 强烈 地 依赖 于 初始 模型 ; 它 求 取 的 只 是 初 | 
始 模型 附近 某 一 局 部 极 值 所 对 应 的 解 。 这 种 解 虽 | 
然 是 所 谓 的 满意 解 :因为 它 的 目标 函数 值 确实 较 “| 
大 , 且 用 这 些 方法 在 此 初始 模型 下 再 也 找 不 到 更 | 
好 的 解 了 ;但 不 一 定 是 我 们 欲求 的 “最 佳 " 解 ,其 意 ' 
义 仅仅 是 指 在 初始 模型 附近 的 最 好 解 。 m mm mr m 
线性 反 演 问题 的 目标 函数 只 有 一 个 极 值 。 非 
线性 反 演 问题 存在 多 个 极 值 。 多 极 值 的 存在 使 线 
性 化 反 演 求解 非 线性 反 演 问题 时 , 若 初始 模型 先 
择 不 当 会 陷 人 局 部 极 值 , 得 到 错误 的 解 .这 就 是 用 
线性 化 反 演 方法 求解 非 线性 问题 的 困难 所 在 。 解 
决 的 办 法 一 是 利用 丰富 的 先 验 知识 和 先 验 信息 选 
择 较 好 的 初始 模型 ,二 是 发 展 不 依赖 于 初始 模型 
的 完全 非 线性 反 演 方法 。 


4.2 传统 完全 非 线 性 反 演 方法 


鉴于 线性 化 或 拟 线性 反 演 方法 的 问题 ,广大 
地 球 物理 工作 者 一 直 都 在 致力 于 完全 非 线性 反 演 方法 的 研究 。 完 全 非 线性 反 演 方法 不 进行 问 
题 的 局 部 线性 近似 ,因此 是 解决 非 线 性 反 演 问题 的 根本 方法 。 由 于 完全 非 线性 反 演 方法 的 研究 
起 步 较 晚 ,困难 较 大 , 故 与 线性 化 或 拟 线性 反 演 方法 相 比 还 比较 落后 。 目 前 发 展 出 来 的 完全 非 
线性 反 演 方法 种 类 不 多 ,特别 是 能 在 实际 工作 中 应 用 的 方法 更 不 多 见 。 但 是 ,完全 非 线 性 反 演 
方法 的 研究 代表 了 非 线性 反 演 研究 的 方向 ,也 代表 了 反 演 研究 的 方向 ,是 反 演 问 题 研究 的 最 前 
治 诛 题 。 因 此 ,完全 非 线性 反 演 方法 的 研究 一 直 受 到 地 球 物 理学 界 的 极 大 重视 ;一 种 实用 的 完 
全 非 线性 反 演 方法 只 要 出 现 , 就 会 迅速 流行 开 来 。 

最 简单 也 最 直接 的 完全 非 线 性 反 演 方法 是 彻底 搜索 法 或 称 穷 举 法 。 即 在 一 定 约束 条 件 下 
对 模型 参数 的 一 切 可 能 组 合 得 到 的 模型 均 进 行 分 析 .比较 ,找到 在 某 种 可 接受 的 标准 下 的 满意 
解 或 解 集 。 者 可 接受 的 标准 是 目标 函数 (或 后 验 概 率 ) 取 最 大 , 则 可 以 找到 对 应 于 目标 函数 (或 
后 验 概率 ) 整 体 极 大 值 的 “最 佳 ” 解 。 这 种 方法 相当 于 搜索 模型 空间 中 的 所 有 点 , 即 进行 模型 空 
间 的 彻底 搜索 ,因此 称 之 为 彻底 搜索 法 或 穷 举 法 。 它 的 优点 是 只 要 模型 空间 中 存在 着 满足 条 件 
的 解 ,就 必然 能 搜索 到 这 些 解 。 但 是 , 它 有 一 个 致命 的 弱点 , 即 彻底 搜索 在 计算 上 是 不 现实 的 。 
只 要 模型 空间 稍微 大 一 点 ,就 不 可 能 在 一 个 现实 的 时 间 内 完成 搜索 工作 。 假设 一 个 模型 有 MM 
个 参数 ,每 个 参数 可 能 取 N 个 值 , 则 潜在 的 可 能 模型 就 有 N* 个 , 即 要 搜索 N* 个 模型 才能 完 
成 彻底 搜索 任务 。 当 N 和 M 均 很 小 时 ,问题 还 不 算 严 重 。 只 要 NN 和 M 的 值 稍微 大 一 点 ,计算 
就 无 法 在 可 容许 的 时 间 内 完成 。 例 如 , 设 M=20,N==10, 则 N*=10”。 以 每 秒 运行 一 亿 次 的 
Cray 巨型 计算 机 进行 计算 ,每 搜索 一 个 模型 只 用 10-5s ,彻底 搜索 也 需要 3 万 年 之 久 ， 这 是 一 
个 天 文 数字 ,根本 不 可 能 实现 ,因此 , 穷 举 法 只 能 是 一 种 理论 上 存在 的 方法 ,在 实际 工作 中 它 袍 
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全 没有 用 处 。 

一 个 较为 现实 的 完全 非 线 性 反 演 方法 称 为 蒙特 卡 洛 (Monte Carlo ) 方 法 。 它 以 随机 而 不 是 
系统 的 方式 对 模型 空间 进行 搜索 ,因此 较为 现实 ,在 实际 工作 中 得 到 了 应 用 。 传 统 蒙特 卡 洛 反 
演 方法 又 可 以 称 为 “尝试 和 误差 "方法 。 它 是 在 计算 机 中 按 一 定 的 先 验 信息 给 出 的 先 验 限制 随 
机 地 生成 可 供 选择 的 模型 , 按 某 些 由 先 验 信息 给 出 的 可 接受 的 标准 对 随机 生成 的 模型 进行 检 
验 , 若 符合 标准 则 模型 被 接受 ,否则 被 “排斥 "并 “遗忘 ”. 因 此 ,传统 蒙特 卡 洛 反 演 方法 的 主要 步 
又 为 : 

(1) 选 定 待 求 的 模型 参数 并 建立 起 模型 参数 与 观测 数据 间 的 理论 关系 。 

(2) 根 据 反 演 问题 的 实际 要 求 和 先 验 信息 , 选 定 适当 的 可 接受 标准 。 

(3) 在 计算 机 中 按 给 定 的 先 验 范围 随机 地 生成 模型 。 

(4) 用 观测 数据 和 可 接受 的 标准 来 检验 生成 的 模型 ,舍弃 “失败 者 ”, 保 留 “ 成 功 者 ”. 

(5) 回 到 第 (3) 步 ,再 随机 地 生成 新 的 模型 ,又 进行 检验 。 

(6) 不 断 地 重复 上 述 步骤 ,直至 认为 满意 、 可 以 结束 搜索 了 为 止 。 

传统 蒙特 卡 洛 方法 与 穷 举 法 的 不 同 之 处 就 在 于 它 用 随机 抽样 搜索 代替 了 系统 搜索 ,因而 
比较 现实 。 一些 地 球 物理 学 家 ,如 Press,Anderson 等 ,利用 这 一 方法 ,根据 天 然 地 震 资 料 ,成功 
地 对 地 幅 、 地 核 等 进行 了 新 的 划分 ,并 得 到 一 系列 关于 地 球 内 部 物质 分 布 的 详细 情况 ,取得 了 
引 人 注 目的 成 果 。 尽管 如 此 ,传统 蒙特 卡 洛 反 演 方法 也 有 其 致命 的 弱点 。 关 键 的 一 个 弱点 在 于 
传统 蒙特 卡 洛 反 演 方法 不 能 保证 搜索 的 彻底 性 ,在 使 用 这 种 方法 时 的 任何 时 刻 均 可 以 停止 搜 
索 或 继续 搜索 ,但 谁 也 不 能 保证 此 时 的 搜索 已 达到 足够 的 数量 ,所 得 到 的 结果 就 是 对 应 着 整体 
极 大 的 “最 佳 ” 解 ,搜索 可 以 停止 了 。 因 此 ,影响 了 它 的 广泛 应 用 。 

随 着 研究 的 不 断 深 入 和 相关 学 科 的 不 断 发 展 进 步 , 非 线性 反 演 方法 也 得 到 了 明显 的 发 展 。 
发 展 的 一 个 方向 是 改进 常规 蒙特 卡 阁 方法 3 熏 焉 多 下 国人 镶 路 是 在 蒙特 卡 洛 反 演 中 不 再 进行 “ 盲 
目 ” 的 、 完 全 随机 的 搜索 ,而 进行 在 一 定 先 验 午 识 引 息 下 的 侈 入 搜索 .这 就 是 所 谓 的 启发 式 蒙特 
卡 洛 反 演 方法 。 根 据 * 启 发 ”的 思想 不 同 发 展 了 多 种 方法 。 目 前 应 用 效果 最 好 的 两 种 启发 式 蒙 
特 卡 洛 反 演 方法 ,是 以 统计 物理 学 为 基础 的 模拟 退火 法 和 以 生物 工程 为 基础 的 遗传 算法 .下 面 
对 它们 作 一 简单 的 介绍 。 


94.3 模拟 退火 法 


模拟 退火 法 (Simulated Annealing ,简称 SA) 是 一 种 启发 式 蒙特 卡 洛 反 演 方法 。 它 模拟 退 
火 的 物理 过 程 :物质 先 被 熔化 ,然后 逐渐 冷却 。 在 冷却 过 程 中 ,有 可 能 产生 非 唱 体 状 的 亚 稳 态 玻 
璃 体 , 也 有 可 能 产生 稳 态 的 晶体 。 晶 体 相 应 于 该 物理 系统 能 量 最 小 的 基本 状态 ;玻璃 体 相 应 于 
其 能 量 达 到 次 极 小 的 亚 稳 态 。 把 物理 系统 的 能 量 模拟 成 反 演 问题 的 目标 函数 ;把 晶体 的 生成 模 
拟 成 搜索 到 目标 肾 数 的 整体 极 值 ; 把 玻璃 体 的 形成 模拟 成 错误 地 搜寻 到 局 部 极 值 ,就 形成 能 有 
效 地 求解 非 线 性 反 演 问题 ,得 到 相应 于 整体 极 值 的 某 种 意义 下 的 “最 佳 ” 解 的 模拟 退火 法 。 

模拟 退火 法 与 线性 化 或 拟 线性 反 演 方法 不 同 。 它 不 仅 可 以 向 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 增 大 
(或 减 小 ) 的 方向 搜索 ,也 能 向 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 减 小 (或 增 大 ) 的 方向 搜索 , 故 可 以 从 局 部 
极 值 中 扑 出 ,不 会 陷 在 局 部 极 值 中 。 模 拟 退 火 法 与 传统 蒙特 卡 洛 反 演 方 法 也 有 不 同 , 它 不 是 育 
目地 进行 随机 搜索 ,而 是 在 一 定 的 理论 指导 下 进行 随机 搜索 , 即 “ 启 发 ” 式 随 机 搜索 , 故 能 保证 
搜索 效率 高 ,能 达到 整体 极 值 。 
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模拟 退火 法 是 Kirkpatrick 等 1983 年 首先 提出 的 。 自 问世 以 来 很 快 受 到 广大 地 球 物理 学 
家 的 密切 注意 。 近 年 来 , 它 在 可 靠 性 和 有 效 性 等 方面 都 得 到 了 很 大 的 发 展 ,成 为 一 种 十 分 受 欢 
迎 的 非 线 性 多 参数 联合 反 演 方法 。 

统计 物理 学 (或 称 统计 力学 ) 从 物质 是 由 大 量 微观 粒子 组 成 这 一 事实 出 发 ,认为 物质 的 宏 
观 性 质 是 大 量 微观 粒子 热 运 动 的 平均 结果 ,宏观 量 是 微观 量 的 统计 平均 。 因 此 , 它 研究 的 是 由 
大 量 微观 粒子 组 成 的 宏观 系统 的 统计 特性 。 统 计 物理 学 的 基本 研究 成 果 是 得 到 一 个 处 于 平衡 
状态 下 的 宏观 系统 的 统计 分 布 。 其 中 最 重要 的 一 种 分 布 是 吉 布 斯 (Gibbs) 分 布 。 它 认为 系统 处 


于 某 一 种 状态 x 下 的 概率 由 下 式 确定 
P(x)= 志 exp | (4-1) 
式 中 E(x) 表 示 系 统 处 于 状态 x 下 的 能 量 ,Ks 为 玻 尔 效 曼 (Boltzman) 常 数 ,T 为 绝对 温度 ,2 


为 正规 化 常数 








Z = Dexp 

对 于 平衡 的 系统 ， 吉 布 斯 分 布 函数 描述 了 系统 状态 的 期 望 扰动 .这 种 扰动 既 可 能 增加 系统 
能 量 ,也 可 能 减少 能 量 .向 增加 能 量 方向 扰动 的 可 能 性 大 还 是 向 减少 能 量 方向 扰动 的 可 能 性 大 
由 吉 布 斯 分 布 决定 。 应 当 注 意 的 是 ,绝对 温度 了 这 一 参数 对 吉 布 斯 分 布 的 影响 很 大 ,因而 对 期 
望 扰 动 的 影响 很 大 。 当 系统 温度 了 很 高 时 ,使 系统 能 量 增加 的 扰动 与 使 系统 能 量 减 少 的 扰动 
都 有 差不多 的 可 能 性 .但 足 , 当 系统 温度 变 小 时 , 吉 布 斯 分 布 逐渐 给 低能 量 状态 以 较 大 的 概率 。 
在 极限 情况 了 一 0 时 , 吉 布 斯 分 布 只 允许 向 能 量 减 小 方向 的 扰动 ,系统 进 和 人 基态。 基态 相当 于 
最 规则 的 唱 体 状态 。 但 是 ,为 了 达到 基态 ,系统 必须 慢 慢 冷却 。 因 为 车 冷却 太 快 则 可 能 形成 非 
晶体 状 的 亚 稳 态 玻璃 体 . 将 晶体 形成 模拟 成 搜寻 到 整体 极 值 ,玻璃 体形 成 模拟 成 搜寻 到 局 部 极 
值 ,就 可 以 利用 吉 布 斯 分 布 指导 随机 搜索 。 搜 索 时 缓慢 降温 ,保持 平衡 就 可 以 求 出 整体 极 值 解 。 
下 面 简单 介绍 一 下 Kirkpatrick 提出 的 模拟 退火 法 。 

若 一 个 地 球 模型 由 M 个 模型 参数 组 成 , 则 一 个 解 (或 一 个 模型 ) 为 一 个 M 维 随机 向 量 , 它 
描述 了 一 个 宏观 系统 的 一 种 状态 。 假 设 该 宏观 系统 处 于 平衡 状态 下 时 服从 的 统计 规律 为 吉 布 
斯 分 布 , 则 我 们 可 以 在 恒定 的 温度 下 ,由 吉 布 斯 分 布 对 问题 进行 随机 采样 ,以 模拟 处 于 热平衡 
下 系统 的 平均 性 质 。 具 体 计 算 的 方法 为 :对 于 每 个 模型 参数 的 当前 值 给 予 一 随机 的 扰动 ,组 成 
系统 的 一 个 新 的 状态 ,计算 扰动 造成 的 能 量变 化 AE( 在 非 线 性 反 演 问题 中 ,就 是 计算 扰动 造 
成 的 目标 函数 或 后 验 概 率 的 变化 。 应 当 注意 的 是 , 若 希望 求 目标 函数 或 后 验 概 率 的 最 大 值 , 则 
应 将 它们 乘 以 一 1, 以 变 为 求 它 们 的 最 小 值 ); 如 果 AE 志 0( 即 能 量 减 少 ), 则 该 扰动 被 接受 ;如 
果 A 天 二 0( 即 能 量 增加 ), 则 该 扰动 被 接受 的 概率 为 

P(AE)=exp| = 全 | (4-3) 
扰动 若 被 接受 ,模型 参数 值 就 修改 ;否则 仍然 使 用 原 模型 参数 值 。 按 此 规律 随机 地 扰动 模型 参 
数 , 最 终 会 使 系统 达到 按 吉 布 斯 分 布 的 平衡 状态 。 因 为 算法 的 每 一 步 均 只 取决 于 自前 的 状态 而 
不 是 过 去 的 状态 ,而 每 一 步 的 搜索 既 有 可 能 向 已 减 小 的 方向 进行 ,也 有 可 能 向 无 增 大 的 方向 
进行 (与 线性 化 或 拟 线性 反 演 方法 只 能 向 一 个 方向 搜索 不 同 ) ,从 而 有 可 能 舍弃 局 部 极 值 . 故 经 
过 足够 长 时 间 后 ,系统 特性 已 不 受 初始 状态 影响 ( 即 算法 求 得 的 当前 解 与 初始 模型 猜测 无 关 )， 

模拟 退火 法 反 演 的 关键 是 在 执行 算法 时 应 缓慢 地 降低 温度 。 如 果 系 统 冷却 得 足够 慢 , 平 稀 
条 件 得 以 保持 , 则 模型 参数 最 终 能 收敛 于 最 低能 量 的 基态 ,否则 (降温 过 快 ) 则 有 可 能 陷入 局 部 
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| (4-2) 





极 值 。 
由 此 可 见 ,模拟 退火 法 兼 有 传统 蒙特 卡 洛 法 和 线性 化 或 拟 线性 反 演 法 的 功能 : 当 温度 T 
很 高 时 ,对 任何 一 组 新 模型 接受 的 可 能 性 都 大 致 相同 ,类 似 于 传统 蒙特 卡 洛 法 ;在 低温 状态 时 ， 
接受 低能 量 模型 的 可 能 性 十 分 大 而 接受 高 能 量 模 
E 型 的 可 能 性 几乎 没有 ,又 类 似 于 线性 化 或 拟 线性 
反 演 方法 。 关 键 是 “温度 ”这 个 控制 参数 (其 单位 与 
目标 函数 相同 )。 即 在 高 温 下 “熔化 ”系统 ,在 低温 
下 使 系统 “凝固 ”; 系统 的 整体 性 质 在 高 温 下 出 现 ， 
| 而 精细 的 细节 在 低温 下 发 展 。 图 4-2 是 模拟 退火 
法 一 个 典型 的 能 量 与 温度 关系 图 。 由 图 可 以 看 出 ， 
| 在 温度 T. 附近 能 量 突然 急剧 变 小 ,在 这 之 前 和 之 


一 一 一 一 一 一 一 后 能 量 的 变化 都 不 大 。 这 个 特征 类 似 于 熔化 的 物 

人 质 冷 却 接近 其 凝 点 时 晶体 突然 生长 , 称 之 为 “临界 
4- 4/ 

si ‘i 区 n a 、 

与 温度 关系 示意 图 现象 。 这 一 温度 称 为 “临界 温度 ”。 物 理学 上 将 液 


体 变 为 固体 时 的 温度 称 为 “临界 温度 "”。 此 时 物质 
内 部 出 现 条 理化 即 “ 相 变 ”, 其 能 量 的 变化 情况 十 
分 类 似 于 上 述 曲 线 中 的 突变 , 故 7. 被 称 为 “临界 温度 ”。 

Kirkpatrick 的 模拟 退火 法 已 经 在 实际 工作 中 使 用 。 它 在 运行 中 必须 缓慢 降低 温度 。 在 每 
一 温度 下 要 达到 平衡 才 可 前 进 。 故 虽然 它 能 搜索 到 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 的 整体 极 值 ,但 计算 
效率 比较 低下 。 为 了 改进 模拟 退火 法 的 工作 效率 ,使 之 在 实际 应 用 中 发 挥 更 大 的 作用 ,许多 地 
球 物理 学 家 对 之 进行 了 不 同 的 研究 ,提出 了 许多 改进 的 方法 ,有 兴趣 的 读者 可 阅读 有 关 的 参考 
资料 。 


$ 4.4 ”遗传 算法 


与 模拟 退火 法 相似 ,遗传 算法 (Genetic Algorithm, 简 称 GA) 也 是 一 种 启发 式 蒙特 卡 洛 反 
演 方法 , 即 有 指导 地 而 不 是 盲目 地 随机 搜索 的 方法 。 它 可 以 解决 复杂 的 大 尺度 、 多 变量 非 线 性 
反 演 问题 与 模拟 退火 法 模拟 物理 系统 的 结晶 过 程 不 同 , 遗 传 算法 基于 生物 系统 的 自然 选择 原 
理 和 自然 遗传 机 制 。 它 模拟 自然 界 中 的 生命 进化 过 程 ,在 人 工 系统 中 解决 复杂 的 .特定 目标 的 
非 线性 反 演 问题 。 

与 模拟 退火 法 在 模型 空间 中 从 一 点 到 另 一 点 进行 追踪 ,搜索 不 同 ,遗传 算法 对 模型 群体 进 
行 追踪 、 搜 索 。 也 就 是 说 ,遗传 算法 中 的 地 球 物理 模型 状态 是 通过 模型 群体 传送 的 。 因此 ,从 某 
种 意义 上 说 ,遗传 算法 具有 更 大 的 潜力 ,因为 它 具有 比 模拟 退火 法 更 大 且 更 加 复杂 的 “记忆 ”。 

遗传 算法 的 另 一 个 特点 是 它 用 经 二 进 制 编码 后 的 模型 参数 进行 工作 。 模型 参数 经 二 进 制 
编码 后 组 成 一 个 " 串 ”, 类 似 于 生物 遗传 中 的 关键 物质 “染色 体 ”。 遗 传 算法 模拟 生物 遗传 中 染色 
体 遗 传 基 因 的 变化 来 改变 模型 参数 。 

与 模拟 退火 法 一 样 ,遗传 算 法 针对 问题 本 身 的 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 进 行 求解 而 不 需 任 
何 先决 条 件 或 辅助 信息 。 通常 ,使 用 遗传 算法 求 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 的 整体 极 大 值 对 应 的 
解 。 这 一 点 并 不 影响 方法 的 通用 性 。 知 某 一 反 演 问题 需求 整体 极 小 值 对 应 的 解 , 只 需 对 公式 稍 
作 改 变 即 可 。 
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Wi 


算法 从 随机 选择 的 一 组 模型 群体 开始 ,通过 “选择 ”、“ 交 换 " 和 “变异 "三 个 基本 步骤 组 成 的 
转移 过 程 , 得 到 新 的 模型 群体 (其 中 的 许多 成 员 可 能 与 上 一 代 群 体 中 的 成 员 相 同 ) ;简单 地 重复 
这 一 过 程 直 至 模型 群体 变 得 "一 致 为 止 . 所 谓 群 体 "一 致意 即 群体 目标 函数 (或 后 验 概 率 ) 的 
方差 或 标准 偏差 很 小 ,或 者 群体 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 的 均值 接近 于 群体 中 目标 函数 (或 后 验 
概率 ) 的 最 大 值 .由 于 算法 在 模型 空间 中 进行 的 是 群体 大 范围 跳跃 式 的 搜索 ,搜索 空间 大 , 故 只 
要 适当 地 选择 群体 的 大 小 以 及 选择 ,交换 和 变异 的 概率 ,就 不 会 陷 进 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 值 
不 大 的 局 部 极 值 。 

遗传 算法 的 核心 是 由 “选择 ”"“ 交 换 " 和 “变异 ”三 步 组 成 的 转移 过 程 ,转移 过 程 的 细节 变化 
相当 广泛 ,由 此 形成 算法 的 大 量变 种 ,但 是 ,它们 都 有 共同 的 要 求 和 目的 .图 4-3 是 一 个 完整 的 
遗传 算法 示意 图 。 从 参数 编码 、 群 体形 成 开始 ,经 过 选择 ,交换 、 变 异 等 运算 ,然后 以 一 定 标准 更 
新 群体 ,实现 一 代 遗 传 ;反复 迭代 ,不 断 更 新 ,逐渐 达到 收敛 , 即 可 完成 非 线 性 反 演 的 任务 , 求 得 
所 需要 的 解 。 下面 将 依次 加 以 简介 。 


实际 问题 参数 集 





(1) 位 串 解码 
( 2) 计算 目标 
函数 值 
(3) 畏 数 值 向 
适 值 映射 
(4) 适 值 调整 


基本 算 子 
随机 算 子 


其 他 高 级 算 子 





4-3 遗传 算法 工作 流程 示意 图 


(1) 参 数 编码 。 通 常 遗传 算法 对 模型 参数 的 二 进 制 编码 进行 工作 ,所 以 遗传 算法 的 首要 步 
蛇 是 对 模型 参数 进行 二 进 制 编码 。 按 照 遗传 学 的 术语 ,这 个 二 进 制 的 “染色 体 ” 中 的 每 一 个 二 进 
制 位 称 为 一 个 “基因 ”, 只 能 取 0 或 1 两 个 值 。 需要 注意 的 是 ,参数 编码 并 不 意味 着 从 十 进 制 换 
算 成 二 进 制 这 种 简单 的 变换 。 同一 个 参数 可 以 编 成 不 同 的 码 , 取 决 于 参数 的 取 值 范围 (最 大 值 
maxi 最 小 值 min,) 和 要 求 的 精度 Am 如 图 4-4 所 示 , 全 0 对 应 着 mini ,全 1 对 应 着 max ,最 
低 一 位 二 进 制 的 1 对 应 一 个 Am 其 余 值 可 类 推 得 到 。 
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min 


mij 二 0 0 0 0 0 0 0 


mi 一 0 0 0 0 0 ] 0 min+2Am,; 


mij 一 1 】 ] | 1 1 max 
图 4-4 第 i 个 模型 的 第 7 个 参数 编码 示意 图 


(2) 初 始 模型 群体 产生 。 初 始 模 型 群体 
是 随机 产生 的 。 显然, 初始 模型 群体 中 的 个 
体 在 模型 空间 中 分 布 得 越 均匀 越 好 ,最 好 2.0 
是 模型 空间 中 的 各 代表 区 域 中 均 有 成 员 。 
因此 ,初始 模型 群体 较 大 显然 有 利于 搜索 。 
但 是 ,群体 太 大 会 使 计算 工作 量 增加 。 初 始 
群体 选 出 之 后 ,就 可 以 进入 由 选择 、 交 换 和 
变异 等 步骤 组 成 的 迭代 运算 过 程 .图 4-5 是 
一 个 选取 的 初始 群体 的 例子 。 00 02 04 06 08 1.0 

(3) 选 择 。 选 择 是 产生 新 的 模型 群体 的 四 
过 程 中 的 第 一 步 。 它 从 群体 中 挑选 模型 配 
成 对 (亲本 ) 以 进行 交换 。 选 择 的 基本 思想 
为 群体 中 的 每 个 成 员 都 有 合理 的 繁殖 机 
会 ,但 较 优秀 的 成 员 ( 即 适 值 较 大 的 成 员 ) 应 有 更 多 的 机 会 。 因 此 ,选择 是 建立 在 群体 中 各 模型 
适 值 大 小 的 基础 上 进行 的 ,是 按 适 值 算出 的 选择 概率 进行 随机 采样 得 到 的 。 适 值 的 大 小 与 模型 
对 应 的 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 密 切 相关 。 若 求 极 小 , 则 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 越 小 适 值 越 大 ; 
反之 , 奋 求 极 大 , 则 目标 函数 (或 后 验 概率 ) 越 大 适 值 越 小 。 按 适 值 计 算 选 择 概 率 可 以 有 多 种 方 
法 (只 要 能 保证 适 值 越 大 ,概率 越 大 即 可 )。 一 种 最 常用 也 最 简单 的 选择 概率 计算 公式 为 

Pi(zi) = f(z1)/ Df (x) (4-4) 


式 中 f(zi) 为 模型 x; 的 适 值 。 

(4) 交 换 。 一 旦 亲本 选择 出 来 之 后 ,就 可 以 进入 交换 这 一 步 。 交 换 是 遗传 算法 的 “繁殖 ”过 
程 , 是 遗传 算法 的 内 在 力 。 交 换 为 亲本 模型 的 重组 ,即将 两 个 亲本 模型 拷贝 的 片段 剪接 在 一 起 
构成 后 代 子 本 模型 。 显 然 , 这 种 交换 完全 模拟 遗传 过 程 中 两 个 染色 体 遗 传 基因 的 交换 过 程 。 

最 基本 也 最 简单 的 交换 方式 为 一 点 交换 。 如 图 4-6 所 示 。 在 染色 体内 部 随机 地 选择 一 个 交 
换 点 (图 中 为 第 2、3 位 之 间 ); 将 一 个 亲本 染色 体 在 此 点 前 的 第 一 段 与 另 一 个 亲本 染色 体 在 此 
点 后 的 第 二 段 结合 在 一 起 构成 子 本 后 代 染 色 体 ,从 而 得 到 两 个 子 本 后 代 。 实 际 上 ,还 有 很 多 其 
他 方式 的 交换 ,这 里 就 不 一 一 袭 述 了 。 

因为 交换 的 实质 是 在 模型 空间 中 进行 大 范围 的 搜索 ,搜索 的 空间 区 域 很 可 能 与 原先 的 采 
样 区 域 相 距 较 远 , 故 这 种 搜索 属于 非 邻近 区 域 搜 索 过 程 . 它 可 以 产生 一 个 十 分 有 效 的 模型 空间 
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E(x) 
CO— 


图 4-5 一 个 初始 模型 群体 示意 图 


普查 。 线 性 化 或 拟 线性 反 演 方法 .模拟 退火 法 都 属于 
邻近 区 域 搜索 过 程 ,搜索 的 强度 和 内 在 的 潜能 远 不 
如 遗传 算法 。 

(5) 变 异 。 变 异 是 对 偶然 的 ( 按 较 低 的 变异 概率 
随机 选择 的 ) 后 代 中 的 一 个 或 多 个 随机 选择 的 基因 
作 随 机 摄 动 。 变异 在 遗传 过 程 中 是 十 分 重要 的 。 因 为 
车 不 存在 变异 , 则 子 本 模型 不 可 能 获得 群体 中 不 存 
在 的 染色 体 基 因 , 因 而 也 就 不 可 能 出 现 强 有 力 的 进 
化 ,出 现 超过 前 代 的 变化 。 最 简单 的 变异 方法 就 是 将 
模型 参数 二 进 制 编码 的 某 一 位 由 1 变 为 0 或 由 0 变 
为 1( 图 4-6)。 发 生变 异 的 情况 应 当 少 ( 即 变异 概率 
P。 应 当 低 ), 但 必须 有 。 生 物 学 中 变异 是 保证 物种 不 
会 退化 的 重要 手段 。 在 非 线 性 反 演 中 ,变异 是 使 得 模 


图 4-6 一 点 交换 示意 图 


亲本 


于 本 


型 空间 搜索 更 加 彻底 的 重要 方法 。 








图 4-7 与 图 4-5 同一 问题 的 
中 间 演 化 阶段 


(6) 更 新 。 经 过 “交换 ”和 “变异 ”, 产 生出 新 的 子 本 模 
型 。 如 有 果 没 有 “死亡 ”或 “更 新 ”, 则 群体 会 越 来 越 大 ,出 现 
不 可 收拾 的 现象 ,因此 必须 有 更 新 。 所谓“ 更 新 ”, 就 是 根 
据 自 然 界 中 “ 适 者 生存 ”的 原则 ,在 不 同 模型 间 进 行 竞 争 
的 过 程 。 一 般 遗 传 算法 都 有 一 个 “群体 规模 在 遗传 过 程 
中 保持 不 变 ” 的 基本 原则 。 在 这 一 原则 下 可 以 有 各 种 更 
新 方法 。 一 个 较 好 的 方法 是 比较 子 本 模型 的 适 值 与 群体 
中 其 他 模型 的 适 值 , 保 留 适 值 较 大 的 模型 即 可 . 

(7) 收 僵 。 模 型 群体 经 过 多 次 选择 、 交 换 和 变异 之 
后 ,群体 大 小 不 变 , 但 群体 的 平均 目标 函数 (或 后 验 概 
率 ) 值 逐渐 变 大 ( 若 反 演 问题 是 求 极 大 值 对 应 的 解 ) , 直 
至 最 后 都 聚集 在 模型 空间 中 一 个 小 范围 内 为 止 。 此 时 吕 
以 说 遗传 算法 收 化 了 ,找到 了 整体 极 大 值 对 应 的 解 。 图 


4-7 给 出 一 个 由 图 4-5 表示 的 问题 的 遗传 算法 演化 的 中 间 阶 段 。 由 图 可 见 ,群体 成 员 开 始 在 极 


值 附近 聚集 。 


遗传 算法 自 20 世纪 60 年 代 后 期 由 John Holland 和 他 在 密 西 根 大 学 的 同事 和 学 生 提出 以 
来 ,已 经 有 了 巨大 发 展 ,成 为 解决 非 线性 反 演 问题 的 重要 方法 。 


3 4.5 其 他 完全 非 线性 反 演 方法 简介 


除了 上 面 介绍 的 几 种 完全 非 线性 反 演 方法 之 外 ,最 近 几 年 又 发 展 了 若干 新 的 完全 非 线性 
反 演 方法 ,例如 利用 人 工 神 经 网 络 的 反 演 方法 和 利用 混沌 理论 的 反 演 方法 。 下 面 对 它们 作 一 十 


分 简单 的 介绍 。 


4. 5.1 人 工 神 经 网 络 完全 非 线 性 反 演 
人 工 神经 网 络 (Artificial Neural Network ,简称 ANN) 是 模拟 人 脑 处 理 信息 功能 的 ,由 大 
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量 简单 的 .高 度 互 连 的 处 理 元 素 ( 神 经 元 ) 所 组 成 的 复杂 网 络 计算 系统 ;是 人 工 智 能 领域 中 的 最 
新 发 展 。 它 能 解决 许多 传统 人 工 智能 方法 无 法 解决 的 难题 , 故 受到 广大 科学 工作 者 的 重视 。 地 
球 物理 学 家 们 对 人 工 神 经 网 络 的 发 展 也 给 予 了 极 大 的 关注 ,并 逐步 将 它 用 于 地 球 物理 的 各 个 
方面 , 反 演 问题 求解 只 是 其 中 之 一 。 

人 工 神经 网 络 是 一 种 非 线性 处 理 系 统 , 因 此 十 分 适合 于 进行 非 线 性 反 演 .人 工 神 经 网 络 的 
种 类 很 多 。 许 多 种 人 工 神经 网 络 均 可 用 于 非 线性 反 演 ,其 中 以 误差 回 传神 经 网 络 (B-P,Back- 
Propagation Neural Network ;NN) 和 Hopfield 神经 网 络 应 用 最 为 广泛 。 这 里 仅 就 B-P 神经 网 
络 完全 非 线 性 反 演 作 一 简介 。 

B-P 神经 网 络 是 一 种 无 反馈 的 前 向 网 络 。 网 络 中 神经 元 分 层 排列 ,除了 有 输入 层 、 和 给 出 层 
之 外 ,还 至 少 有 一 层 隐 蔽 层 ( 图 4-8)。 每 一 层 中 的 每 一 个 神经 元 均 接收 上 一 层 中 所 有 神经 元 的 
输出 ; 它 的 输出 也 将 给 予 下 一 层 中 的 所 有 神经 元 ; 层 内 的 神经 元 之 间 互 相 没 有 联系 。 

每 一 个 神经 元 是 一 个 十 分 简单 的 非 线性 处 理 单元 ( 即 它 的 输入 一 输出 关系 是 非 线 性 的 )， 
因此 ,由 大 量 神 经 元 广泛 互 连 组 成 的 神经 网 络 是 一 个 非 线 性 处 理 系 统 。 


TI。 O: 





output jayer 





input layer 


图 4-8 B-P 神经 网 络 


B-P 网 络 的 工作 过 程 分 为 学 习 阶段 和 工作 阶段 两 部 分 。 在 学 习 阶段 ,人 们 提供 网 络 标准 输 
人 信息 和 希望 输出 信息 (一 对 输入 一 输出 组 成 一 个 训练 样本 ,可 以 有 多 个 训练 样本 ) 。 网 络 学 习 
时 首先 进行 正 向 传播 ,输入 信息 由 输入 层 到 隐 项 层 再 到 输出 层 这 样 逐 层 处 理 得 到 输出 。 如 果 输 
出 层 的 实际 输出 与 事先 给 出 的 训练 样本 的 希望 输出 不 一 致 , 则 计算 输出 误差 ;将 误差 沿 原来 的 
连接 通路 返回 ;通过 修改 各 层 神 经 元 之 间 的 连接 权 值 ,使 得 误差 逐渐 达到 最 小 。 经 过 大 量 学 习 
样本 训练 之 后 ,各 层 神 经 元 之 间 的 连接 权 固 定 下 来 ,就 可 以 进入 工作 阶段 。 工 作 阶 段 只 有 输入 
信息 的 正 向 传播 。 

B-P 网 络 在 学 习 阶 段 可 以 学 习 标准 输入 和 希望 输出 之 间 的 任意 非 线性 关系 并 以 连接 权 的 
形式 储存 在 网 络 中 ,在 工作 阶段 利用 学 习 到 的 非 线 性 关系 处 理 其 他 输入 ,从 而 得 到 与 学 习 样 本 
有 相同 非 线性 关系 的 输出 。 利 用 这 一 性 质 我 们 可 以 进行 非 线 性 反 演 工作 。 如 果 已 知 某 地 区 某 
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些 点 处 地 球 模型 参数 和 相应 的 实际 资料 , 则 我 们 可 以 将 它们 作为 样本 (资料 作为 输入 ,地 球 模 
型 参数 作为 输出 ) 提 供给 B-P 网 络 。 网 络 通 过 正 向 传播 和 误差 回 传 ,反复 迭代 ,学 刁 到 这 些 地 
球 模型 参数 与 实际 资料 之 间 的 非 线 性 关系 ;然后 将 此 关系 推广 到 该 地 区 的 其 他 点 处 ,将 其 他 点 
处 的 实际 资料 作为 输入 , 即 可 以 反 演 出 该 地 区 任意 点 处 的 地 球 模型 参数 值 来 。 或 者 如 果 没 有 某 
地 区 的 地 球 模型 参数 及 相应 的 实际 资料 ,可 以 设计 大 量 理论 模型 并 用 正 演 方法 计算 理论 数据 
资料 ;将 它们 作为 训练 样本 送 入 B-P 网 络 ;网 络 学 习 了 它们 之 间 的 非 线性 关系 之 后 ,处 理 实际 
资料 就 可 以 得 到 完全 非 线性 反 演 结果 一 一 地 球 模型 参数 。 

B-P 网 络 非 线 性 反 演 利用 的 是 B-P 网 络 的 非 线性 映射 能 力 ,与 通常 意义 下 的 反 演 有 所 不 
同 , 属 于 一 种 完全 新 颖 的 反 演 方法 ,是 大 有 发 展 前 途 的 。 


4.S.2 非 线性 混沌 反 演 


近年 来 ,各 学 科 的 深入 研究 使 人 们 认识 到 ,科学 的 海洋 从 本 质 上 说 是 非 线 性 和 具有 混沌 特 
点 的 ,线性 和 有 序 的 问题 只 不 过 是 其 中 的 一 些 岛屿 。 在 非 线性 动力 学 中 ,混沌 是 指 非 线性 系统 
演化 的 一 种 不 确定 和 无 规则 状态 , 即 无 序 状态 。 确 定性 的 非 线性 系统 ,从 有 序 运动 走向 无 序 和 
混沌 ,在 总 体 上 是 有 规律 的 ,这 些 规 律 的 总 体 称 为 混沌 理论 ,典型 的 非 线 性 现象 ,如 相 变 、 消 流 、 
间 欣 振动 和 分 叉 等 ,在 混沌 理论 中 都 有 详细 的 说 明和 表征 这 类 问题 的 方程 .混沌 发 生 的 必要 条 
件 是 系统 为 非 线 性 。 但 是 , 非 线 性 只 是 混沌 运动 发 生 的 必要 条 件 ,而 不 是 充分 条 件 。 检 验 一 个 
非 线 性 系统 是 否 发 生 混沌 运动 ,很 重要 的 一 条 是 看 它 是 否 对 初始 条 件 极为 敏感 ,微小 的 初始 条 
件 变 化 是 否 会 引起 系统 状态 不 可 预测 的 演变 。 

我 们 知道 , 非 线性 反 演 是 一 个 迭代 过 程 。 可 以 将 一 个 非 线性 反 演 的 迭代 过 程 视 为 一 种 非 线 
性 系统 。 传 统 的 迭代 理论 只 有 两 种 模式 :收银 和 发 散 , 即 迭代 过 程 最 终 的 演化 只 能 有 这 两 种 结 
果 。 但 在 实际 反 演 过 程 中 确实 存在 另外 一 种 结果 , 即 达到 混沌 状态 , 称 这 种 迭代 反 演 具有 混沌 
性 质 。 

具有 混沌 性 质 的 迭代 反 演 具有 这 样 的 特征 , 即 当 数据 有 微小 误差 时 , 当 连 代 次 数 k 还 没 达 
到 一 定 程 度 , 反 演 结果 可 能 相对 稳定 , 且 依 束 于 所 给 出 的 地 球 物理 数据 。 但 当 和 迭代 次 数 达 到 某 
一 定 程度 时 , 反 演 的 输出 突然 变 为 无 序 , 且 与 输入 的 地 球 物理 数据 本 身 无 关 , 似 乎 完全 是 数据 
中 的 误差 在 起 作用 ,说 明和 迭代 反 演 进入 了 混沌 状态 。 和 迭代 反 演 输出 的 这 种 阶段 性 相当 于 非 线 性 
动力 学 中 的 相 变 。 和 迭代 反 演 进入 混沌 状态 的 结果 不 可 能 是 我 们 需要 的 反 演 结果 ,因为 这 时 系统 
内 的 有 序 信息 已 经 走向 枯竭 ,起 作用 的 仅 是 数据 误差 等 无 序 信息 。 因 此 ,必须 在 选 代 反 演 将 要 
达到 混沌 状态 之 前 停止 迭代 ,此 时 的 反 演 结果 才 是 最 佳 的 。 

所 谓 利 用 混沌 理论 进行 非 线 性 反 演 就 是 根据 和 迭代 反 演 可 能 进入 混沌 状态 这 一 性 质 , 利 用 
混沌 理论 中 的 一 些 指数 判别 迭代 反 演 所 处 的 状态 ,从 而 达到 最 佳 反 演 结果 。 在 混沌 理论 中 ， 
Lyapunov 指数 ( 李 指 数 ) 是 指示 非 线性 动力 学 系统 特征 的 重要 参数 ; 它 表征 系统 所 处 的 状态 。 
因为 对 于 一 个 非 线 性 动力 系统 而 言 ,混沌 运动 来 源 于 对 初始 条 件 极 其 敏感 的 依赖 性 ;但 对 一 个 
非 线 性 反 演 系统 而 言 ,系统 的 状态 和 输出 同时 依赖 于 数据 的 误差 和 初始 模型 两 方面 , 故 不 能 简 
单 地 使 用 混沌 理论 中 的 李 指 数 公式 ,需要 根据 地 球 物理 反 演 的 特点 重新 定义 指数 , 称 为 仿 李 指 
数 , 利 用 它 来 指导 和 迭代 反 演 的 进行 。 关 于 仿 李 指数 的 具体 细节 请 参看 有 关 文 献 。 
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思考 题 与 习题 


1. 设 地 球 模型 参数 有 M=20 个 ,每 个 参数 可 能 取 N=10 个 值 , 则 潜在 的 模型 有 多 少 个 ? 
以 每 秒 运算 1 亿 次 的 计算 机 处 理 ,每 搜索 一 个 模型 只 用 10 °s ,搜索 全 部 潜在 的 模型 要 多 长 时 
间 ? 

2. 传统 蒙特 卡 洛 反 演 方法 与 穷 举 法 在 实现 搜索 时 的 不 同 点 在 什么 地 方 ? 比较 二 者 的 优 缺 
Ks 

3. 模拟 退火 反 演 法 源 于 哪 一 门 学 科 , 其 基本 思想 是 什么 ? 

4. 遗传 反 演 法 源 于 哪 一 门 学 科 , 其 基本 思想 是 什么 ? 

5. 人工 神经 网 络 反 演 法 源 于 哪 一 门 学 科 , 其 基本 思想 是 什么 ? 
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第 五 章 位 场 勘探 中 的 反 演 问题 


位 场 资料 反 演 是 地 球 物理 反 演 问题 研究 的 主要 内 容 之 一 。 许 多 反 演 理论 与 方法 都 出 自 于 
位 场 反 演 这 一 领域 ,由 于 位 场 的 性 质 决定 了 场 与 场 源 之 间 的 关系 具有 相对 直观 的 形式 ,因而 大 
多 数 反 演 方法 都 能 在 位 场 资料 反 演 中 得 到 应 用 ,因此 ,位 场 反 演 在 地 球 物理 反 演 研 究 中 占有 极 
其 重要 的 地 位 。 本 章 中 ,我 们 将 讨论 求解 位 场 反 演 问 题 的 基本 方法 和 几 种 具体 应 用 。 


$5.1 位 场 资料 反 演 的 几 个 基本 问题 


5. 1.1 位 场 反 演 研 究 的 任务 与 内 容 


从 地 质 角 度 来 看 , 解 位 场 反 演 问 题 的 目的 主要 是 研究 矿 体 的 位 置 、 形 状 及 物性 特征 、 构 造 
形态 与 产 状 和 被 认为 是 连续 分 布 的 物性 分 界面 深度 和 起 伏 形态 ,而 从 地 球 物理 角度 来 看 ,位 场 
反 演 的 任务 可 分 为 确定 地 质 体 的 空间 形体 参数 和 物性 参数 。 由 于 地 球 物理 反 演 工作 的 根本 任 
务 是 对 观测 到 的 资料 给 出 定量 的 解释 ,而 实际 情况 往往 又 是 错综复杂 的 ,因此 ,不 可 能 要 求 反 
演 工作 做 到 面面俱到 、 尽 善 尽 美 。 我 们 所 能 做 到 的 是 在 客观 条 件 下 , 尽 可 能 给 出 一 个 接近 于 实 
际 的 估计 。 我 们 所 面临 的 几 个 问题 是 : 

1. 如 何 从 观测 异常 值 中 提取 用 于 反 演 的 观测 数据 

应 当 强 调 , 无 论 是 重力 异常 还 是 磁 异 常 ,都 包含 各 种 成 分 的 信息 .例如 , 矿 体 上 方 的 异常 通 
常 包 含 着 下 部 构造 和 相 邻 地 质 体 所 引起 的 异常 ;对 于 深部 构造 , 浅 部 构造 引起 的 异常 往往 从 加 
在 深部 构造 引起 的 异常 之 中 .问题 是 如 何 从 个 加 异常 中 尽 可 能 消除 非 目 标 引 起 的 异常 ,从 而 提 
取 “ 单 纯 ” 由 于 目标 引起 的 异常 信息 。 

2. 如 何 选 择 适 当 的 模型 体 

为 了 表示 形状 不 规则 的 形体 ,一般 采用 一 组 简单 的 模型 块 (或 称 模 型 元 ) 去 组 合 模拟 ,其 原 
则 是 尽 可 能 简单 ,以 利于 数值 计算 。 例 如 ,对 于 沿 深度 方向 展 布 的 地 质 体 , 可 用 一 组 长 方 柱 体 去 
拟 合 ;对 于 沿 水 平方 向 展 布 的 地 质 体 , 可 以 用 一 组 水 平板 或 柱 去 拟 合 ; 而 对 于 内 部 物性 变化 较 
大 的 地 质 体 , 则 可 以 用 小 正方 体 元 去 拟 合 。 

3， 如何 运用 计算 方法 

反 演 计算 过 程 能 否 快 速 收敛 并 得 到 满意 的 结果 ,除了 给 定 适当 的 初始 模型 外 ,主要 取决 于 
所 用 的 计算 方法 。 针 对 问题 的 要 求 和 条 件 ,不 仅 要 选择 适当 的 方法 ,而 且 在 必要 时 可 以 在 计算 
过 程 中 的 不 同 阶段 不 断 调整 所 用 的 方法 。 例 如 ,对 反 演 参数 较 多 的 问题 ,应 考虑 采用 广义 逆 的 
方法 ,而 不 要 使 用 牛顿 法 。 

4. 如 何 抑制 多 解 性 的 影响 

反 演 计算 结果 的 可 靠 性 是 反 演 计算 的 生命”, 而 由 于 位 场 反 演 中 多 解 性 的 存在 ,严重 地 影 
啊 到 计算 结果 的 可 靠 性 。 理论 异 常 与 观测 结果 的 充分 拟 合 ,不 等 于 反 演 结果 的 充分 可 靠 。 由 于 
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多 解 性 是 客观 存在 的 ,我 们 的 工作 是 如 何 减 小 它 的 影响 。 通 常 的 做 法 包括 两 个 方面 :一 方面 是 
充分 利用 先 验 信 息 ,选择 适当 的 模型 参数 ,并 给 予 必 要 的 约束 。 另 一 方面 是 提高 观测 数据 的 数 
量 和 质量 。 提 高 观测 数据 的 数量 是 为 增加 信息 量 ,使 反 演 数据 方程 尽 可 能 为 超 定型 ,而 提高 观 
测 数据 质量 , 则 是 让 反 演 所 用 观测 数据 尽 可 能 反映 更 多 的 场 源 模型 信息 ,使 反 演 方程 减少 欠 定 
性 ,以 易于 唯一 地 确定 之 ,例如 ,如 图 5-1 所 示 对 于 模型 Q 引起 的 重力 异常 ,车 只 取 剖 面 中 一 
0 一 段 的 数据 ,虽然 仍 可 以 满足 方程 为 超 定 型 ,但 反 演 计算 就 很 难 确 定 0 一 O' 一 段 的 模型 是 模 
型 Q 还 是 模型 D, 图 5-2 从 目标 贤 数 的 等 值 线 图 中 也 说 明了 这 一 点 ，。 
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一 一 一 由 QW 引起 的 异常 10 lm 
一 一 一 由 D 引起 的 异常 一 





一 40 





模型 D 





5 
加 (a) 


5-1 两 个 模型 及 其 重力 异常 
沿 前 面 0 一 0 范围 内 模型 D 与 模型 Q 的 异常 接近 一 致 ,在 这 个 范围 外 两 异常 却 不 相同 . 
这 表明 所 用 剖面 充分 长 时 ,两 个 解 ( 模 型 ) 不 可 能 满足 同一 异常 ,在 图 5-2 中 这 个 事实 得 到 证 明 


5.1.2 目标 函数 及 其 导数 


目标 函数 是 为 寻找 反 演 问题 最 优 解 而 设 定 的 一 个 辅助 函数 。 假 设 反 演 问题 要 寻求 N 个 模 
型 参数 ， 即 ppp ,bn，, 其 向 量 形式 为 
b= (bb ,ON)" (5-1) 
设 有 M 个 观测 数据 ,所 构 制 的 模型 体 的 理论 异常 了 是 模型 参数 5 和 测 点 坐标 的 函数 。 对 于 某 
个 测 点 而 言 , 函数 形式 可 写成 /:(5), 这 里 i 为 测 点 序号 。 
按照 最 小 方差 解法 的 原理 ,我 们 期 望 观测 数据 与 理论 计算 值 之 方差 达到 极 小 , 即 寻 到 最 佳 
解 。 于 是 有 


M 


>)[d 一 三 (0)] 一 min 


i= 1 


其 中 ,di 为 第 i 点 上 的 异常 观测 数据 。 若 把 这 个 方差 定义 为 目标 函数 ,问题 就 变 成 了 求解 目标 
晒 数 
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图 5-2 对 QQ 模型 的 重力 异常 
(a) 目 标 函 数 等 值 线 值 , (b) 目 标 函数 等 值 线 值 由 所 定义 的 目标 函数 超 空 间 C 的 断面 ,说 明 剖 面 不 够 长 的 结果 。 
断面 方向 是 任意 的 。 以 致 某 些 参数 沿 一 个 轴线 性 变化 ,同时 另 一 些 参 数 沿 另 一 个 方向 线性 变化 
(a) 所 用 剂 面 充分 长 时 , 解 Q 很 好 地 被 确定 ,(b) 与 (a) 相 同 断 面 但 只 用 O 一 9 前面， 
解 就 不 那么 好 确定 ,因为 其 他 可 能 的 一 些 解 出 现 了 .其 中 之 一 为 D。 


Bb) = [di — fb) 


极 小 的 最 优化 问题 。 
对 (5b) 求 一 阶 导数 得 





2” 
WV 
好 
VB(b)= | 
4d 
WN 
其 中 
= 3 
PD 了 名 [d 一 7 人 一生 N) 
ji ii 7 


将 式 (5-4) 代 入 式 (5-3), 即 有 








afi(b) 3/f,Cb) a af ub) 

WV WV WW di— f(b) 

afi(b) 3/f,(6) We af ub) A 
v6B=—2| %, W: W, A 

Afb) af) afulb) | ev 一 ywG) 

WN WN Wy 


(5-2) 


(5-3) 


(5-4) 


(5-5) 


地 信 网 论坛 


BBS.3SO01.COMN 





记 
af,(b) a af u(b) di—f1(6) 1 
VW Ww | 
. dz 一 了 (0) 
PT 一 | : : | - 
af,(b) afub) | | 
oe | | 
则 有 
ep (5=6) 


其 中 书 称 为 向 量 函 数 (8) 二 [有 1(5) ,f(b),…,fu(b)]" 的 雅 可 比 矩 阵 。 
对 B(b) 求 二 阶 导 数 , 即 V(V®@)=V:B, 有 




















i 
WB YW gl 二， WV WN 
a 9 中 , aD 
Vi®— VW, VW, YW, WW (5-7) 
9 Rs a9 | 
WnW Wn Wn WN 
为 (5) 的 海 森 答 阵 ,其 中 
人 
M 
:| 
-2 [学 SLLa st ee 2 (5-8) 
%, 各 
若 目 标 函 数 表 示 成 p91) 二 B(b 十 i)， 和 N 网 引 3 ,1 为 标量 参数 , 则 有 
| TE 
d=p' IB rp) BBS.3SO01.COM (5-9) 
d=p' VBbt+ip)p (5-10) 


如 要 采用 最 速 下 降 法 求解 反 演 问题 ,迭代 过 程 中 的 搜索 方向 和 步 长 的 计算 ,可 以 通过 式 
(5-4) 和 式 (5-8) 得 到 第 & 步 的 梯度 和 海 森 和 矩阵。 由 于 这 里 的 目标 函数 是 非 负 的 ,而 认为 理论 上 
当 多 (8 十 加) 一 0 时 为 最 小 值 , 即 可 以 通过 一 种 简单 的 途径 获得 搜索 步 长 t。 将 (4 十 tp) 在 b 附 
近 展 开 成 泰勒 级 数 , 且 忽略 一 次 以 上 的 项 ,有 


PbHip Bb) tp V BP) (5-11) 
显然 , 当 多 (4b 十 tp) 二 0 时 ,我 们 认为 这 时 上 使 有 (8 十 ip) 达到 极 小 ,又 因 p= 一 YB@(5), 则 
多 (0) 
[9B 1 (9-12) 
因而 在 原 迭 代 点 bh” 基 础 上 产生 的 新 点 bP”+" 可 表示 为 
bt+D)—pt— VvV@(b"’) Db) (5-13) 
|vV@b'™) | 


若 采用 最 小 二 乘法 求解 ,方程 46==g 中 的 4 和 8 可 表示 为 
A=P'P, g=P'(d—/f(b'™")) 
这 里 6 二 b 一 b”。 迭 代 过 程 中 ,第 次 得 到 的 增 晤 6" 作为 确定 新 点 bh*+ 的 依据 , 即 
4+D 一 万 中 十 8 
理论 和 实践 都 证 明 ,以 理论 预测 数据 与 观测 数据 之 方差 为 目标 函数 ,对 位 场 反 演 问题 是 十 
分 适宜 的 ,因为 这 能 保证 它 在 大 多 数 情 况 下 为 凸 函 数 。 
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顶级 的 地 质 论坛 http:/bbs.3s001.comy/ 


5. 1.3 场 源 模型 构 制 

构 制 模型 包括 两 项 基本 内 容 , 即 模型 单元 的 选择 和 模型 参数 的 选择 。 如 图 5-3 所 示 , 知 用 
一 组 二 度 长 方 水 平 柱 体 去 拟 合 一 个 二 度 地 质 体 ,其 中 每 一 个 柱 体 在 水 平地 面 (Z 王 0) 引 起 的 重 
力 异 常 为 





(一 To 十 C) 半 十 门 : ee 【一 一 人 二 
Ag(z) 一 应 | (z 一 mm 二 aln Co To a)ln Cr 硬 三 克 
一 太一 并 0 一 人 
十 2D:(tg-: 一 Pte ' es) 
~—2Di(tg "pttg ps) | (5-14) 


式 中 ,了 为 万 有 引力 常数 ;x 为 异常 数据 水 平 坐标 ;x。 为 柱 平 面 中 心 点 水 平 坐标 ;2a 为 柱 水 平 
宽度 ;DD, 为 柱 顶 面 深 度 ;D; 为 柱 底面 深度 ;o 为 柱 体 密度 (剩余 密度 )。 





5-3 二 度 长 方 水 平 柱 体 元 示意 图 


这 样 一 个 模型 元 需 用 5 个 参量 来 描述 , 若 这 组 模型 有 N 个 , 则 模型 参数 数量 为 5N。 实 际 
问题 中 ,有 时 要 求 几 十 甚至 几 百 个 模型 元 进行 组 合 , 如 此 ,模型 参数 的 数量 就 十 分 可 观 了 .我们 
知道 ,在 反 演 中 ,模型 参数 越 多 ,计算 越 复杂 ,由 此 造成 的 迭代 不 收敛 的 可 能 性 也 越 大 。 若 能 充 
分 利用 先 验 信息 , 既 能 有 效 地 减少 参数 数目 ,又 能 保证 对 地 质 体 特征 的 描述 ,可 使 反 演 迭代 计 
算 减 少 大 量 不 必要 的 搜索 ,而 迅速 收敛 。 

我 们 还 是 针对 上 面 水 平 柱 体 组 合 来 讨论 .对 于 地 质 体 空间 位 置 , 大 小 \ 形 状 都 未 知 的 情况 ， 
我 们 可 以 适当 地 增加 模型 元 的 数据 ,让 组 合体 位 于 地 质 体 可 能 出 现 的 空间 上 ,同时 认为 任意 一 
个 柱 体 的 上 项 深度 D, 和 下 底 深 度 D, 可 以 相 重 得 ( 即 柱 体 消 失 )。 这 样 ,每 个 柱 体 的 中 心 水 平 
坐标 zx。、\ 顶 面 水 平 宽 度 2a 就 可 以 是 常数 。 而 当地 质 体内 
部 密度 变化 不 大 时 ,组 合体 密度 也 可 以 统一 用 相同 密度 
参数 。 如 此 ,对 于 N 个 模型 元 的 组 合体 ,就 可 以 用 2N 十 
1 个 参数 来 描述 ,大 大 地 减少 了 参数 数目 。 

位 场 ( 重 力 或 磁力 ) 异 常 是 地 下 物质 密度 或 磁性 变 
化 所 引起 的 ,而 地 下 介质 又 是 连续 分 布 的 ,从 这 个 角度 
来 看 ,地 下 空间 中 的 异常 体 是 一 系列 具有 较 高 或 较 低 的 
密度 或 磁性 的 小 块 组 成 的 密度 或 磁性 “变异 带 ”。 显 然 ， 
实际 中 这 些小 块 的 物性 分 布 是 未 知 的 ,需要 通过 反 演 来 
确定 。 如 果 把 观测 区 域 地 下 空间 介质 划分 成 若干 规则 小 图 5-4 长 方块 元 示意 图 
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块 (如 图 5-4), 只 要 这 些小 块 体 积 充 分 小 ,每 块 内 部 的 物理 性 质 就 可 以 认为 是 相对 均匀 的 。 由 
位 场 理论 可 知 ,任意 一 个 均 质 体 在 其 外 部 空间 的 位 场 可 表示 成 4 二 4f 的 形式 ,u 为 场 分 布 孙 
数 ,y 为 仅 与 块 体形 状 及 其 空间 坐标 有 关 的 坐标 函数 ,》 为 物性 参数 。 由 于 每 一 个 规则 块 元 位 
置 与 大 小 是 固定 的 ,对 于 任 一 点 处 ,其 了 阻 数值 可 以 预先 计算 出 来 ,不 会 因 反 演 求解 的 进程 而 
发 生 改变 ,因而 使 成 为 唯一 描述 这 个 规则 体 元 的 参数 。 同 时 ,使 得 反 演 场 源 形体 模型 变 成 了 
反 演 物性 参数 分 布 的 问题 ,更 重要 的 是 ,使 一 个 非 线 性 问题 变 成 了 一 个 线性 问题 。 

模型 块 元 异常 值 的 计算 ,有 不 同 的 途径 。 例 如 ,可 以 通过 傅立叶 变换 来 实现 模型 块 元 的 正 
演 计算 乃至 反 演 迭代 拟 合 。 A 

2njo 


Se "Te 3 (5-15) 


式 中 ,w= 二 2rv 为 波 数 ;v 为 频率 ;T= 二 Tf 一 To0 一 a ,Ti 二 一 To 十 a;D1、D; 分 别 为 柱 上 顶 与 下 底 深 
度 。 
可 见 , 式 (5-15) 比 式 (5-14) 简 单 许多 ,便于 正 演 计算 。 可 加 快 反 演 的 进程 。 

模型 构 制 还 有 许多 途径 ,关键 要 根据 问题 的 特点 和 要 求 来 选择 ,使 其 既 有 利于 反 演 计算 ， 
又 有 利于 充分 反映 地 质 体 的 特征 。 


3 5.2 直接 法 求 位 场 反 演 问 题 


所 谓 直接 法 ,是 指 那些 利用 理论 上 场 与 场 源 特征 参数 之 间 的 某 些 特殊 关系 ,无 需 经 过 复杂 
的 数值 计算 ,而 直接 利用 位 场 分 布 特征 点 进行 反 演 的 方法 。 这 类 方法 通常 是 对 实际 场 源 作 一 定 
的 假设 , 视 其 为 简单 理想 的 形体 模型 ,通过 对 数学 关系 的 简化 ,导出 所 求 场 源 模型 参数 与 场 的 
关系 ,从 而 求 之 。 这 种 方法 也 称 几何 法 或 图 解法 。 

我 们 用 下 列 几 个 例子 来 具体 说 明 。 

对 于 一 个 具有 一 定 深度 的 等 轴 状 地 质 体 ,其 在 地 面 产 生 的 重力 异常 可 作为 一 个 均匀 球体 


引起 的 异常 , 即 
MD 
Mg= i ‘5-16) 


其 中 ,D 为 地 质 体 中 心 埋 深 , 它 可 用 异常 的 半 极 值 范 围 宽度 各 pz 来 确定 (图 5-5) 





5-5 ”等 轴 状 地 质 体重 力 异 常 半 极 值 范围 
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bj 一 2DV4 一 1 (5-17) 


则 

D0. 652b, (5-18) 
地 质 体 的 剩余 质量 则 可 用 异常 最 大 值 Agm: 和 DD 来 确定 

M= Ag Dasl5Ahg...* Di) (5-19) 


其 中 ,Agx 的 单位 是 (lcmy/s: 王 104g.u. ),D 的 单位 是 m。 

一 个 厚度 不 大 但 走向 长 度 和 下 延 深度 较 大 的 磁性 岩 脉 ,可 近似 为 无 限 延 深 的 磁性 薄板 (图 
5-6)。 在 和 斜 磁化 下 薄板 引起 的 垂直 磁 异 常 Z.( 或 AZ) 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 , 相 应 的 水 平 
坐标 zmx 和 zmin 之 间 的 距离 与 极 顶 深度 h 有 如 下 关系 


Pe EE FS, WE (5-20) 


2 2 
式 中 ,a 和 i 分 别 为 薄板 倾角 和 有 效 磁化 倾角 ,di 为 rss 与 zmwx 之 间距 离 。 





图 5-6 无 限 延 深 薄板 状 磁性 体 极 值 问 题 


设 某 一 地 质 分 界面 两 侧 岩 石 存在 密度 差异 c(c 一 ci 一 cz), 见 图 5-7, 界 面 平均 深度 比 界面 
起 伏 大 得 多 ,对 于 地 面 任 一 处 的 重力 异常 为 


Aga=27xfohatua (5-21) 
式 中 ,za 为 平板 层 以 外 的 剩余 质量 引起 的 异常 。 显 然 有 ua<<2xfoha, 则 
Ag4 i 
RA (5-22) 


这 时 密度 界面 深度 可 用 一 个 线性 公式 估算 。 车 已 知 某 一 处 界面 深度 h。, 相 应 处 的 蜡 常 值 为 
Ago, 公 式 (5-20) 可 演变 为 


Ag 一 A 
h=hot ~ (5-23) 


直接 法 具有 一 定 的 实用 性 ,其 方法 简单 ,易于 快速 估算 。 但 也 存在 着 局 限 性 ,对 于 孤立 、 简 
单 且 条 件 理 想 的 场 源 模型 ,能 取得 较 好 的 效果 。 而 对 于 复杂 形体 ,尤其 在 多 个 异常 委 加 的 情况 
下 ,应 用 时 需要 慎重 。 
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图 5-7 密度 界面 线性 反 演 示意 图 


$5.3 单一 和 组 合 模型 位 场 反 演 问题 


用 直接 法 求解 反 演 问题 ,只 能 针对 某 一 参数 进行 ,而 当 异 常 体 不 能 简单 地 视 作 单一 规则 形 
体 时 ,往往 很 难 给 出 满意 的 结果 。 实 际 问题 中 ,我 们 常常 遇 到 需要 确定 多 个 模型 参数 或 异常 体 
需要 用 多 个 参数 来 刻画 的 问题 .求解 这 样 的 问题 自然 会 要 求 建立 包含 多 个 未 知 数 的 方程 组 , 通 
过 代 和 人 已 知 的 观测 数据 , 便 可 以 求 出 各 个 未 知 量 。 在 位 场 勘探 中 ,线性 反 演 方法 和 广义 线性 反 
演 方法 应 用 得 较为 广泛 ,也 较为 成 熟 . 虽 然 不 同 的 问题 用 不 同 的 算法 ,方程 组 的 形式 有 所 不 同 ， 
但 对 于 位 场 模型 而 言 ,由 于 多 数 参数 与 场 函数 之 间 为 非 线 性 关系 ,因此 和 需 对 其 进行 线性 化 处 
理 。 线 性 化 的 方法 通常 是 用 多 元 沙 数 微分 的 一 级 近似 来 实现 ,也 就 是 说 ,只 要 确定 了 场 明 数 在 
某 一 确定 参数 值 上 的 偏 导数 ,就 可 以 得 到 函数 在 其 附近 的 变化 与 参数 的 变化 之 近似 线性 关系 。 
当然 ,一 些 算 法 同时 还 要 求 确 定 场 函 数 的 二 阶 偏 导数 ,以 构造 海 森 和 矩阵。 我 们 将 通过 两 个 例子 
说 明 如 何 通过 重 磁 异 常 表达 式 来 确定 偏 导数 及 雅 可 比 和 矩阵 。 


5. 3.1 二 度 板 状 体 


如 图 5-8 所 示 ,一 个 有 限 延 深 的 二 度 板 状 体 的 形态 可 以 通过 A、B.C.D 四 个 横 截面 上 的 
角 点 坐标 来 构 制 。 为 了 便于 讨论 ,我 们 假设 板 状 体 上 项 面 与 下 底面 平行 且 水 平 , 板 厚 度 一 致 且 
内 部 均匀 。 如 此 对 于 重力 异常 Ag 而 言 , 可 以 仅 用 6 个 参数 来 描述 , 即 上 项 或 下 底 宽度 25、 延 深 
长 度 2/、. 中 心 坐 标 (zo,zo)、 密 度 差 c 和 倾角 w。 对 于 磁 异 常 Az, 除 了 用 磁化 强度 J 替换 密度 差 o 
之 外 ,还 要 增加 一 个 磁化 倾角 i。 





图 5-8 倾斜 二 度 板 状 体 
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这 样 重 磁 异 常 公式 可 分 别 表示 为 
Ag=2rnfo{[z: (9—R)—zi(P—P)] 


十 TsLsin*aln 2 cosasina( A — 4 一 各 十 9 )] 
十 26Lsinzaln 夫 十 cosasina( 旬 一 多 )]} (5-24) 


AZ = 2Jsina[sin(a—i)ln 54: +cos(a—i) (gn — 一 到 十 99) (5-25) 


以 上 式 中 以 rz、rs 和 x 分别 为 板 截 面 角 点 A.B.C 和 D 到 PP 点 之 间 连 线 距离 ,ppp 和 
分 别 为 ni、rz、r3 和 六 与 工 轴 正 向 的 夹 角 , 由 开 轴 顺 时 针 起 算 。 

如 果 设 板 的 中 心 坐 标 为 (z。,zo), 板 的 水 平 宽度 为 25, 板 的 下 延长 度 为 20, 板 的 倾角 为 a， 
磁化 强度 的 倾角 为 i, 磁 化 强度 为 J], 则 有 关系 


ri=(Xi~— Xo 二 blcosa)’++ (zo—2z,— /sina)’ 
ri=(z4—zot+b—/lcosa)’+ (zo—z,+/lsina)’ 
ri 二 (Ti—ZXo—b 二 lcosa) :++ (zo0—2z,— /sina)’ 
闪 一 ( 心 一 并 一 0 一 Lcosa)2 十 (zo 一 由 十 /sina) 
_ ,1 ZZi—/sina 
同样 有 A Xi—To+o+icosa 
ed zo 一 2 十 Lsina 
多 一 TS 了 一 Zoo 十 0 一 /cosa 
z0 一 2 十 /sina 
eh Xi— Xo~—b—icosa 
0 _1 Zoo 一 2 一 LSina 
WR Ti— Xxo—b+ticosa 
将 上 面 等 式 代入 式 (5-24)、 式 (5-25) 中 ,可 得 异常 的 直角 坐标 表达 式 . 以 垂直 磁 异 常 为 例 , 写 出 


如 下 
AZ 一 2Jsina| cos(a—i) 
2b(zo—zi—i{sina) 
8 (zo 一 2 一 /Sina)2 十 (六 一 Zoo 十 Lcosa)2: 一 
i 2b(zo—zi 二 /sina) 
(zo—Zitlsina)’ (xO— Zzo—/lcosa)’— 
In 上 (zo 一 尾 十 人 sina) + (zi — Zotb— 一 /cosa)? ] 
i ep Tp 
, Deen tn ote 
[zo0—z;+lsina)’ + (zi—Zxo—b— /lcosa)’] 
若 设 TI 三 Xi— Xotb+tlcosa 


TX: 三 X14— Xotb—ilcosa 


: ; ! 
bi 十 Sin(a 一 7 2 
(5-26) 


Xs 三 TI Xo—b 二 lcosa 
TTX Xo~b—ilcosa 
21 一 Z0o 一 24 一 [Sina 
zz 一 Z0 一 2 十 /sina 
(2z2 十 ZX2) (2 十 并 3) 
【7 一 ln 2 2 1 3 
县 令 (z? 十 ZX?)(z? 十 x?) 
a 2bz) 四 2bz 
V=tg oO tg 
8 ro BE ir bp 
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则 AZ=2JsinaLcos(a—i)* V+ zsin(a™—i) “U] 
这 样 ,AZ 对 各 个 参量 的 导数 可 写 为 
I RS A | 
Aro 一 2Jsine|sin(a re zz 十 2 十 3 
e 1 (TI1— 6) 
一 4eos(e 一 中 | tor Cr bp) Tp 
一 一] < 
(22+ (zs—b)—b) + (2bz,)’ gi 
BALL 了 0 | 2 X11 2 | 
二 一 2Jsina|sin(a "ara a = i 
TI1—b):—b— 1 
+2bcos(a—i)| 7 0 )* 
RE zn] a 
(zs+ (zs—0) pp) + (2bz2,): A 
BCAZ) 1HAZ) | . [a Ta T4 2 | 
NB) 一 到” 芭 一 Jainelsin(“ 一 站 | 可 十 二 一 可 十 可 十 可 二 二 一 可 二 本 
_，。[「 Ra(Czi 十 (zi 一 0) 二 和) 
十 2costc 一 ?1 Pree 
-| 
CF Cx) 0 ) +H CD) 人 
BAZ) ,zacosa 一 ziSina ，z2Stna 一 并 COSC 
5 全 一 Jsinc|sin(a 站 < 二 2 
ZiCOsa 一 zlSina zzsina—Xxscosa] | 有 
z? 十 zz? zx 十 工 ? |+2bcos(a 1) 
| 2z:(xzsina 十 2zx |) (5-30) 
(z? TF Cr 0b) —b) + (2bz,): 
TS =2Jcosa cos(a—i) Vlsin(a—i)。 U| 
Da 2 
+2Jsina | 广 cos(a 一 ? 。U+sin(a—i) 
ne OMe De FICOse Tne 
zz 十 工 : zi 十 3 zt 十 z? 
— ne | sin(a—i)V +2bleos(a—i) 
Z2 十 Zi 
0 (zi 一 0)sina) 一 (zi 十 (zi 一 站 )2 一 好 )cosa 
(zx? 十 (ZI 一 0) 一 姑 ) 十 (20x， jy 
et Cine se || Lai) 
(z+ (x —b)—b) + (2b2,) 
2 全 一 2Jsina|sin(o 一 站 ， V—3cos(a—i) 。 0| (5-32) 
=2sina (cosCa— 。 V +sin(a—i) 。 U| (5-33) 


再 将 ri、 zz zs、 ze 和 z1、z2 还 原 即 可 。 
如 此 ,对 于 重力 异常 Ag ,其 雅 可 比 矩 阵 已 可 以 通过 代 人 观测 点 坐标 (ztysiy(Crzyzz)y 
(Crzuwyzxw) 来 确定 , 即 
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dg 和 
Aro Ro VV 以 aa 


P=|H Fo % A sa % (5-34) 


du Mu Bu eu Bu dgu 


azro 0 WB A ax % 
这 里 第 一 列 元 素 3E 表 示 Ag; 对 zo 的 偏 导数 在 (zi ,= ) 处 的 值 ,其 他 列 元 素 的 意义 可 对 应 解释 。 
如 此 同样 可 构造 磁 异 常 AZ 的 雅 可 比 和 矩阵。 


若 定义 目标 函数 为 
M 
$= > [Ags 一 Ag (5-35) 
其 中 Ag?” 为 第 i 点 上 观测 异常 数据 ,Ag, 为 第 i 点 上 理论 重力 异常 数据 , 则 有 
YB=—2P"g (5-36) 


式 中 9 为 观测 数据 与 理论 数据 差 之 向 量 。 
若 采 用 最 速 下 降 算 法 求解 ,按照 式 (5-11) 一 式 (5-13) 的 步骤 ,每 次 迭代 得 到 的 新 的 参数 向 
量 即 可 由 式 (5-13) 给 出 。 例 如 ,第 & 次 欠 代 后 ,中 心 横 坐 标 ze 为 


DD 
Zzo 一 工分 一 | Sp FB (5-37) 
奉 采 用 最 小 二 乘法 求解 , 则 有 方程 
40 一 0 (5-38) 
式 中 
4 一 PTIP 
Ag 和 一 Ag 
gq= Pp : 
8 入 一 Agw 
To 一 工人 0) 
Zo 一 之 0 
六 一 po 
= J (x ee pb'™ se a ac 为 初 值 ) 
ed 
一 IC0) 


则 中 心 横 坐 标 ze 为 
To 一 Z0 二 6 或 Zo 一 TI0 十 0z。 (5-39) 
其 中 ,zro”? 和 3 由 为 沈 代 计算 中 第 太 次 迭代 的 初 值 与 增 量 。 


5.3.2 直立 板 组合 模 型 


用 单个 形体 去 拟 合 实际 形态 不 规则 的 地 质 体 是 很 困难 的 ,但 我 们 可 用 许多 规则 的 小 块 组 
合成 一 个 形体 ,这 样 便 可 以 较 准 确 地 拟 合十 分 不 规则 的 异常 体 。 当 我 们 用 / 个 直立 板 拟 合 一 个 
二 度 异 常 体 时 ,如 图 5-9, 在 地 面 各 观测 点 上 的 异常 值 为 每 个 板 产 生 的 异常 之 和 。 在 这 里 还 是 
以 垂直 磁 异 常 Az 为 例 。 
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Xo Xo+(i+]1)b 





图 5-9 直立 板 组 合 模型 


板 状 体 的 个 数 为 / ,各 个 板 上 项 埋 深 和 下 底 埋 深 分 别 为 Ai vhs\hzi hz hi AizeA \ hr ,第 
一 个 板 中 心 的 横 坐标 为 ro, 板 的 宽度 均 为 ,再 加 上 磁化 强度 的 两 分 量 J 和 .7., 一 共有 N==2/ 
十 4 个 参量 。 

如 果 记 
0(z 一 2 ) 


A R 
[Zz 一 (zo 十 4 一 1)0)] 一 玫 十 (> 一 2 六 


[zz 一 并 "一 G 一 广 )0]? 十 (z—2,)" 


3 
2 


二 J,ln (5-40) 


)b]+ (2—2,)’ 


[zx—Zxo— (i— 
则 第 i 个 板 状 体 的 垂直 磁 异 常 由 式 (5-40) 有 : 


hi 
Azi 一 天 hn 


而 整个 组 合 模型 的 磁 异 常 垂直 分 量 为 
h 
Az= ZF, ,) 


同样 异常 Az 对 各 个 参量 的 偏 导数 可 写 出 如 下 
a(Az) oF, 
hy 史 


NAAz) _ _ AP, 


— 一 一 一 


Gezis Xe 


11 

















有 


i2 
aAAz)_ a oF, 
azo 站 Qzo 


A 





Ai2 


{ 


AAz) _ Ss oF, 
2 


上 


(5-41) 








af, 





以 上 式 中 
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2 
| 一 全 一 | 


ms 
[xz 一 年 十 各] 十 (oh 


1 1 

2 2 
aF, 2zbh 
= 
Ee [z* 一 所 十 | + (bh)? 
也 _ 2 (5-42) 
区 本 
Z 一 0z 十 A 十 本 


bp’ b 
am _，) 2h[ | 一 一 二 十 如 | 十 (4zG 一 1D) 十 90) 于 | 


十 2J。 








2 2 bp" 
a 十 b 工 十 由 到 人 





[一生 二] 十 4 
[| [+ 二 | (一 243) 
十 2J 一 
六 pb 2 b 2 
[x 一 纪 | 十 h? [ x+ 二 | 二 h? 

其 中 

T=ZXi— (zo (i1—1)b) 

h=z— 2z, 

效仿 二 度 板 状 体 的 方法 ,我 们 同样 可 以 得 到 Az 和 Ag 的 雅 可 比 矩 阵 , 并 构 制 出 反 演 数学 

物理 模型 。 


需要 说 明 的 是 ,组 合 模型 拟 合 异 常 体 , 是 通过 每 个 个 体 上 某 一 二 个 参数 变化 来 实现 的 ,如 
本 例 中 的 Ah 的 变化 。 一 般 不 要 求 每 个 个 体 上 所 有 的 参数 都 变化 ,否则 就 失去 了 组 合 的 意 
义 。 另 外 ,对 个 体 模型 应 尽 可 能 地 简化 ,例如 小 方块 近似 为 质点 或 磁 偶 极 子 , 细 长 柱 近 似 为 质 线 
或 磁 偶 极 线 等 ,这 样 简化 ,只 要 组 合体 中 个 体 足 够 小 ,能 达到 同样 的 效果 。 


3 5.4 连续 介质 参数 化 的 线性 反 演 问题 


在 许多 实际 的 问题 中 ,异常 体 并 非 与 其 围 岩 有 明显 的 物性 分 界面 ,而 且 异 常 体 也 并 非 均 
匀 。 在 这 种 情况 下 ,采用 组 合 模 型 来 拟 合 ,并 要 求 每 个 模型 单元 的 物性 参数 是 变量 便 可 以 了 ,但 
是 , 当 模 型 单元 数量 很 大 时 ,这 样 的 非 线性 问题 ,用 微分 的 一 级 近似 来 线性 化 就 不 容易 得 到 好 
的 效果 。 如 果 模 型 单元 划分 得 足够 小 ,使 其 可 视 作 均匀 块 体 ,这 相当 于 把 地 下 连续 介质 离散 化 
了 ,使 问题 可 以 转换 成 一 个 线性 问题 。 由 于 每 个 单元 块 是 均匀 的 ,其 重 磁 异 常 可 表示 为 


9 人 fd 
Ag= /站 有 
AV 


Az = J, | : (5-43) 
式 中 ,oj 为 第 7 个 单元 块 密度 差 ; 必 为 第 j 个 单元 块 磁化 强度 ; 为 磁化 方向 上 的 单位 矢量 ;po 
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为 单元 块 内 积分 元 与 测 点 之 距离 ;AV 为 单元 块 体 积 。 
由 于 上 是 矢量 ,可 将 J 分 解 成 三 个 方向 上 的 分 量 Js yw yu，* 即 式 (5-43) 可 写成 由 三 个 未 
知 量 构成 的 表达 式 | 
-++ 
由 于 模型 块 形状 、 大 小 位 置 都 是 确定 不 变 的 ,那么 异常 值 Ag 或 6< 只 与 其 物性 参数 o 或 J 
(J:，Jy,J:) 有 关 。 异常 体 形态 、 分 布 乃 至 存在 与 否 可 以 通过 不 同 单元 模型 上 物性 参数 变化 来 体 
现 ,而 场 函数 与 物性 参数 之 间 呈 简单 的 线性 关系 。 以 重力 异常 为 例 , 若 有 N 个 模型 单元 ,MM 个 
观测 数据 , 则 可 构成 一 个 MX N 线性 方程 组 
Fo 十 Fa 十 … 十 Evav 一 Ag 
Faioi 十 下 za 十 … 十 Evav 一 Ag 











| | (5-44) 


(5-45) 


Fanot Fw FuvoN= Agy 
式 中 ,已 为 第 个 模型 对 第 i 观测 点 可 预先 计算 的 (形体 积分 ) 系 数 。 上 式 写 成 矩阵 形式 为 


Fo 一 Ag (5-46) 
式 中 ,FF 为 系数 矩阵 ,so==[o1,02,… ,on ,Ag 二 [Agi,;Ags,"…,Aguj', 可 以 用 选 定 的 解 线性 
方程 组 的 方法 来 求解 。 


求解 这 样 的 线性 反 演 问题 需要 注意 以 下 问题 : 

(1) 在 划分 模型 时 ,应 考虑 模型 数目 不 能 超过 观测 数据 点 数 , 即 M 宇 NN ,以 保证 方程 组 为 超 
定 或 适 定 。 

(2) 为 减 小 不 必要 的 细 化 ,提高 计算 效率 , 随 着 深度 的 加 大 ,模型 块 体积 可 适当 加 大 ,如 图 
5-10 所 示 。 这 并 不 影响 反 演 精度 ,由 于 位 场 的 分 辩 率 是 随 着 深度 的 增加 而 下 降 的 ,因此 是 合理 
的 。 





图 5-10 模型 划分 示意 图 


(3) 关 于 模型 块 的 大 小 ,有 学 者 做 过 试验 , 即 对 重力 异常 反 演 而 言 ,其 水 平 宽度 5 与 中 心 
埋 深 应 为 $==1. 5h, 而 对 磁 异 常 反 演 则 S 一 A。 
此 外 ,对 于 多 层 模型 , 相 邻 两 层 的 单元 最 好 不 要 上 下 对 齐 , 以 使 方程 组 有 良好 的 求解 特性 ， 


减 小 方程 组 的 病态 。 
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》5.5 物性 分 界面 的 反 演 问题 


物性 分 界面 反 演 也 称 界面 反 演 ,是 指 利 用 重 磁 异 常 资 料 反 演 地 下 介质 连续 分 布 的 物性 差 
异 明 显 的 分 界面 (通常 对 应 于 地 质 界 面 ) 起 伏 形 态 。 构 造 界面 模型 通常 有 两 种 方法 ,如 图 5-11 


FS 


I2 





(a) (b) 


图 5-11 界面 模型 形式 


所 示 , 模 型 (a) 是 通过 界面 绝对 深度 变化 来 描绘 界面 起 伏 ; 模 型 (b) 是 通过 界面 相对 某 一 基准 深 
度 DD 的 相对 变化 来 展示 界面 起 伏 。 无论 何 种 方法 计算 的 理论 异常 形态 都 是 一 样 的 ,只 是 相差 
一 个 常数 而 已 。 

我 们 先 来 看 看 二 度 密度 界面 的 反 演 。 如 图 5-12 所 示 ,把 界面 起 伏 视 作 相对 深度 DD 的 一 系 





图 5-12 ”二 维 密度 (磁性 ) 上 界面 模型 


列 水 平 长 方 柱 体高 度 Ah 的 变化 ,对 DD 比 Ah 大 很 多 的 情况 ,有 近似 公式 


Ah 
Ag(zy0) = 2fo Ce pds (5-47) 


式 中 ,o 为 上 下 界面 密度 差 ;D 为 某 一 深度 ;Ah(&) 为 基底 起 伏 ;z 为 测 点 横 坐 标 ;é 为 模型 体 的 
横 坐 标 。 
将 式 (5-47) 模 型 离散 化 


MM . 
Ah(£) .DD tt 二 1,2,.…,M 
En a | 
5 Se (r= 全) 人 Di |, Es > i 
车 测 点 距 为 a, 模型 宽度 A6 也 为 a, 则 有 
M . 
Ah( ya) .DD i= 1,2,.*,M 
和 A 3 TT 全 ~ 
8 (Ti) 2f0 2 FR Da 十 Di a 人 2 (5-49) 


对 于 M 个 观测 值 Ag(z;) ,利用 式 (5-49) ,可 以 建立 线性 方程 组 来 求解 M 个 AhCja) 
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D. 门 。 站 。 
Dt ar t+ mT Dt +0 M8/2/o 


门 。 站 站， 站 。a 
| 十 到 万 Ahz 十 二 Ah 3 十 … “+N a Du=Ag/2fo 


D.a D+a D 。a 到 
(M—1) rat Dt Aart Dt Maa TtD t+ DA Agu/2/o 





(5-50) 
写成 矩阵 形式 
a Da De"a Da 
D 7a2 十 万 2 4a2 十 万 2， "(1— MY)’a’:+D? 
1 
Da a 门 。a ee 门 。a Ah 
ai+Di’D’aiD’ CC—M)iatD: ? 
门 。a D+，a D+*a i ApwJ wx 
(M 一 1)2a2 十 站 (NM 一 2)2a2 十 门 (M—3)a+D’:’” “站 上 wxw 
Agi/2f0 
Ag:/2jc 
| (5-51) 
Agu/2fo MX1 
a Da RN EE 
D a:+D’ (1 一 Af)2a2: 十 万: 
门 。a a Da 
pe 02 十 万 ; 万 (2 一 M)zaz 十 万 ; 
2. a 
(1—M)a+D’: (2—M)’a’:+D’ D MxM 
对 二 度 磁性 界面 模型 ,其 磁 位 表达 式 为 
em | 2h(€) » In[ Cx — €): 十 (z 一 万 )2]Vad6 (5-53) 
若 取 年 直 磁 化 , 则 其 磁场 AZ, (zx) 为 
人 (Z 一 4) 一 
2 Jah(6) FT rd (5-54) 


当 模 型 宽 与 点 距 都 为 Dz 时 ,将 式 (5-54) 离 散 后 可 得 
a 和 一 (5-55) 


pr (oC— 7):°* Dr+ DJ 
(一 1,2…… 和) 
类 似 于 二 维 密度 界面 ,可 以 写 出 二 维 磁 性 界面 的 核 函 数 和 矩阵 4， 
—2Dz[ (i—}):*。 Dr:—D’ 
A (5-56) 
我 们 称 4 为 核 函 数 矩 阵 。 核 函数 4 是 一 个 随 着 (zx 一 6,) 或 (i 一 站 增加 而 衰减 的 函数 ,这 个 
矩阵 具有 以 下 特点 : 
《1) 为 正定 对 称 和 矩阵 。 
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(2) 随 (zx; 一 6,) 增 大 ,其 矩阵 元 素 越 来 
越 小 。 

(3) 随 着 刀 增 大 ,(z, 一 与 ) 在 核 函 数 中 
所 占有 的 作用 越 来 越 小 ,其 结果 是 使 核果 
数 和 矩阵 的 元 素 在 数值 上 的 差异 越 来 越 小 
( 见 图 5-13) 。 

核 画 数 的 性 质 直接 影响 到 方程 式 的 求 
解 。 核 中 数 矩阵 元 素 的 数值 上 差异 越 小 , 方 
程 的 病态 程度 往往 越 高 , 故 一 般 取 Dz/D 


l 
为 了 。 





图 5-13 核 函 数 和 矩阵 元 素 随 万 与 Dx 关系 的 变化 


思考 题 与 习题 


1. 试 述 位 场 反 演 问题 的 主要 任务 和 内 容 。 

2. 当 已 知 地 下 一 无 限 长 水 平 圆柱 体 密度 差 时 , 试 列 出 用 广义 北方 法 反 演 其 中 心 埋 深 疡 和 
柱 半径 R 的 数学 物理 模型 (解析 表达 式 )。 

3. 写 出 一 个 截面 为 平行 四 边 形 水 平 柱 体 各 参数 反 演 的 一 般 步 骤 。 
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第 六 章 ” 电 法 勘探 中 测 深 曲线 的 反 演 


在 电 法 勘探 的 反 演 解释 中 , 电 测 深 曲 线 的 一 维 反 演 解 释 开 展 得 较 早 ,比较 成 熟 ; 二 三维 的 
反 演 解释 正 处 在 发 展 和 改进 之 中 。 因 此 ,本 章 将 仅 介 绍 测 深 曲 线 的 一 维 反 演 解释 方法 。 

测 深 曲 线 反 演 解释 的 任务 是 确定 曲线 所 反映 电 性 层 ( 或 主要 电 性 标志 层 ) 的 厚度 和 电阻 率 
值 。 目 前 ,对 测 深 曲 线 反 演 解释 的 方法 主要 有 数值 解释 法 、 量 板 对 比 法 以 及 其 他 各 种 经 验 解释 
法 .下面 将 以 直流 电 测 深 曲线 的 反 演 介绍 为 主 ,分 别 介 绍 直流 和 交流 电 测 深 曲线 的 反 演 解释 方 
法 。 


8$6.1 直流 电 测 深 曲 线 的 反 演 


目前 ,对 电 测 深 曲 线 做 定量 解释 的 方法 主要 有 量 板 解释 法 、 数 值 解释 法 以 及 其 他 各 种 经 验 
解释 方法 。 这 里 重点 介绍 前 两 种 方法 。 


6.1.1 电 测 深 曲 线 的 量 板 解释 法 


用 理论 量 板 解释 电 测 深 曲线 的 原理 是 将 绘 在 透明 双 对 数 坐标 纸 上 的 实际 曲线 与 量 板 上 和 参 
数 已 知 的 理论 曲线 进行 形态 对 比 , 当 商 党 恒 千 四 楼 回潮 论 档 族 的 参数 便 可 以 求 出 实际 曲线 对 
应 的 地 电 断 面 层 参数 。 BBS..3SO0IT.CONI 

1. 二 层 电 测 深 曲线 解释 

在 讨论 二 层 曲线 性 质 时 已 知 , 其 曲线 的 形状 决定 于 jx, 位 置 决定 于 第 一 层 特征 点 O CA， 
P)。 实 测 曲线 与 二 层 理论 曲线 对 比 解释 。 村 
时 ,应 保持 坐标 相互 平行 移动 ,使 得 实测 Pi | 一 一 一 实测 曲线 
曲线 与 二 层 量 板 上 的 一 条 理论 曲线 重合 | 一 一 量 板 曲线 rd 
得 最 好 或 均匀 处 于 两 条 理论 曲线 之 间 ， 
这 时 理论 曲线 坐标 原点 在 实测 曲线 坐标 
里 的 位 置 即 是 第 一 电 性 层 的 特征 点 0， 
(hi,P1) ,其 纵横 坐标 便 是 第 一 电 性 层 的 
电阻 率 和 厚度 值 . 另 外 ,从 理论 曲线 上 读 
出 jy 值 , 由 2 计算 出 PP2 值 (p;= jzp1)。 

图 6-1 为 二 层 曲 线 解释 实例 。 

2. 三 层 电 测 深 曲 线 解释 图 6-1 用 二 层 量 板 解释 二 层 电 测 深 曲线 

三 层 电 测 深 曲 线 解释 可 用 三 层 量 板 
法 或 辅助 量 板 法 等 。 现 以 实测 的 H 型 电 测 深 曲 线 为 例 , 说 明 用 三 层 量 板 法 解释 曲线 的 方法 步 
又 。 

对 已 知 中 间 层 电阻 率 (p;==18.5 Q .mp 一 750 Q.m) 的 三 层 曲线 ,所 求 地 电 断 面 参数 是 
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hi\ po 和 hh,。 

(1 ) 求 hi 和 | 

应 用 二 层 量 板 与 实测 曲线 左 支 进行 对 比 ,纵横 坐标 保持 相互 平行 移动 , 当 二 层 量 板 中 某 一 
理论 曲线 右 支 之 渐 近 线 与 已 知 参数 p, 一 致 , 且 又 与 实测 曲线 左 支 重合 得 最 好 时 ,二 层 量 板 原 
点 在 实测 曲线 坐标 里 的 位 置 即 是 第 -一 电 性 层 的 特征 点 O1(h1,P1)( 见 图 6-2(a)) ,其 纵横 坐标 即 
为 p! 和 Ah 值 ,得 pi 二 370 0，m,h,= 二 22 m。 


p, 
1 000 





图 6-2 用 二 晨 量 板 和 三 层 量 松 解释 三 层 曲线 
(a) 用 二 层 量 板 解释 三 层 曲线 首 支 !(b) 用 三 层 量 板 解释 册 线 尾 支 


(2) 选 择 三 层 量 板 
根据 已 知 参数 cs 和 新 求 出 的 p, 值 , 计 算得 实际 的 wus 一 贡 .ws 一 40.5。 根 据 实测 曲线 


类 型 和 yo*、p* 值 ,查找 相应 的 三 层 量 板 。 由 于 在 量 板 册 中 无 量 板 厅 一 六 一 40. 5, 因 此 选用 与 


之 接近 的 两 块 量 板 :五 一 15 一 50 及 HH 一 二 一 15， 

(3) 对 比 求 h, 值 

将 实测 曲线 与 所 用 的 三 层 量 板 进行 对 比 , 找 出 与 之 重合 得 最 好 的 理论 曲线 , 记 下 其 v' 
值 ,由 v。“ 值 求 出 h,。 若 选用 的 量 板 pef 值 与 实测 曲线 的 ps 相同, 则 前 述 的 量 板 v' 值 便 应 为 
实测 曲线 的 v.* 值 ;车 选用 的 pr 与 ws 不 一 致 , 则 应 进行 等 值 运算 求 出 hs 值 。 

如 图 6-2(b) 所 示 , 对 比 结果 ,实测 曲线 与 量 板 中 w+=2 的 理论 曲线 重合 得 较 好 ,进行 等 值 
运算 得 

1 


一 一 


3 
hs= 2 轩 Do e 久 一 全 X2X22 一 33 m 


15 
于 是 基底 深度 为 H=h+h,=22 二 33= 二 55 m 


3. 多 层 电 测 深 曲线 解释 
对 于 四 层 或 四 层 以 上 的 多 层 电 测 深 曲线 ,定量 解释 都 是 在 二 层 或 三 层 曲 线 定量 解释 的 基 
础 上 进行 。 例 如 在 对 一 条 四 层 曲线 进行 解释 时 ,往往 先 只 考虑 前 三 层 , 并 且 完 全 按 一 条 三 层 断 
面 进行 解释 。 当 求 出 hh、h,, 并 已 知 p,、ps 时 ,可 用 辅助 量 板 求 出 与 第 一 .第 二 层 等 价 的 某 一 代替 
层 的 厚度 h.; 及 电阻 率 pi.,。 最 后 把 一 、 二 层 看 作 是 一 层 ,而 把 曲线 右 支 同 样 认 为 是 三 层 进行 解 
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释 。 多 层 曲线 的 解释 和 四 层 曲线 的 解释 方法 完全 一 样 ,可 以 化 为 ”一 2("” 为 层 数 ) 个 三 层 曲 线 依 
次 进行 解释 。 
6.1.2 数值 反 演 解释 法 


目前 在 电子 计算 机 上 自动 反 演 电 测 深 曲 线 的 方法 可 归结 为 三 种 不 同 的 做 法 : 

一 种 是 直接 反 演 法 。 该 方法 由 Keofoed OQ. 和 Ghosh D. P. 在 Pekeris C. IL. 所 提出 方法 的 
基础 上 ,进一步 完善 ,并 编制 了 计算 机 解释 程序 ( 姚 文 研 ,1989) 。 

另 一 种 是 最 优化 法 。 该 方法 最 先 由 Vozoff K. 提出 ,Inman J.R. 进行 了 较 全 面 的 研究 。 

还 有 一 种 为 Der-Zarrouk 曲线 法 。 由 法 国 的 Kunetz G, 和 Pocroi J.R. 提出 ( 李 志 聘 ， 
1990 ) 。 

以 上 三 种 方法 中 ,最 优化 法 是 国内 外 用 得 最 广泛 的 一 种 数值 反 演 方法 。 

最 优化 法 在 数学 上 是 求 多 变量 函数 极 小 值 的 一 种 计算 方法 。 用 这 种 方法 反 演 电 测 深 曲 线 
就 是 求 取 使 理论 曲线 和 实际 曲线 之 间 拟 合 差 为 极 小 值 时 的 层 参数 。 在 具体 做 法 上 可 以 采用 两 
种 不 同 的 途径 实现 上 述 反 演 目 的 。 

一 种 是 直接 拟 合 电 测 深 p, 曲线 的 最 优化 反 演 方法 ; 另 一 种 是 拟 合 电阻 率 转换 函数 曲线 的 
最 优化 反 演 方法 ,和 皆 能 实现 对 任意 水 平地 层 作 分 层 解释 的 目的 。 

对 电 测 深 曲 线 作 最 优化 反 演 的 步骤 如 下 ，; 

(1) 根 据 实测 曲线 的 形态 特征 ,结合 当地 地 质 及 地 球 物理 条 件 , 首 先 确定 水 平 断面 的 层 数 
N, 并 给 出 2N 一 1 个 层 参数 初始 值 p1 ,peo ，…,p，… ,Pp2ri, 称 为 初始 层 参 数 或 初始 模型 参数 ， 
并 以 列 矢 量 

p={p sp pa ps spina)T 
表示 所 有 初始 层 参数 。 

(2) 根 据 初始 模型 参数 值 , 按 正 演 计算 的 数学 模型 计算 理论 曲线 。 

拟 合 p, 曲线 时 ,由 初始 层 参 数 按 递 推 公式 求 出 理论 电阻 率 转换 函数 人 (4), 再 用 数字 滤波 
法 由 T(X4) 计 算 理论 视 电 阻 率 p,。 

拟 合 T(4) 曲 线 时 ,除了 由 初始 层 参数 按 递 推 公式 求 了 了 (和) 外 , 尚 需 对 实际 电 测 深 曲 线 p, 进 
行 数 字 滤 波 , 计 算出 相应 的 电阻 率 转换 函数 工 ()) 。 

(3) 根 据 理论 值 2,( 或 了 (A)) 和 实际 值 p,( 或 个 (4)) 计 算 拟 合 误差 。 

(4) 判 断 拟 合 误差 是 否 满足 事先 规定 的 精度 要 求 。 

《5) 知 拟 合 误差 小 于 事先 规定 的 精度 ,表明 满足 精度 要 求 , 则 将 该 组 层 参 数 作为 最 终 的 解 
释 结果 ,并 停止 运算 。 车 拟 合 误差 未 满足 要 求 ,需要 修正 层 参数 值 ,并 重新 返回 到 步 又 (2)~ 
(3), 循 环 往复 ,直到 满足 精度 要 求 为 止 。 这 时 ,理论 曲线 (p, 或 T(4)) 所 对 应 的 层 参 数 便 是 解释 
结果 。 

6. 1. 2. 1 拟 合 核 函 数 教 字 解 释 原 理 和 方法 

拟 合 核 函 数 反 演 解释 法 的 基本 思想 是 :首先 把 实测 曲线 2,(~) 转 换 成 核 函 数 个 (A) 曲线 ( 称 
转换 函数 ); 根 据 ww(~) 曲 线 估 计 初 始 参数 值 p"( 即 2 ,poyhioho ,大 2) ,由 初始 参 
数值 计算 理论 核 函数 工 ( 人 ) 曲 线 ; 比 较 人 (1) 和 克 (A) ,计算 其 拟 合 差 , 根 据 拟 合 差 大 小 来 衡量 二 
者 拟 合 好 坏 程度 ,如 果 拟 合 程度 符合 要 求 (达到 给 定 精 度 ), 则 理论 核 函 数 泵 (1) 曲 线 的 参数 值 
P' 即 为 解释 结果 ,否则 ,计算 机 自动 搜索 参数 修正 值 ,重新 形成 修正 后 的 参数 值 已 ;根据 新 参 
数值 已 重 新 计算 理论 核 函数 开 (AM) ,再 与 个 (和) 比较 ,直到 T(X) 和 个 (4) 拟 合 最 佳 为 止 。 上 述 过 程 
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的 关键 是 如 何 把 实测 2(M) 曲 线 转换 成 核 函 数 全 (CA) 曲 线 , 其 二 是 计算 机 自动 搜索 最 佳 修 正 值 采 
用 何 种 算法 。 
1. 用 数字 滤波 法 转换 视 电阻 率 p, 为 核 函 数 了 的 原理 和 方法 
已 知 用 核 函 数 表 示 的 视 电 阻 率 积分 表达 式 为 
二 rz TCD Cr)ada (6-1) 
或 写成 如 下 形式 : 
2 六 二 | Tr)2da (6-2) 
利用 汉 克 尔 变 换 , 将 式 (6-2) 变 换 为 
T (1) 一 中 2 Cir)rdr 





= | pn ar (6-3) 
引信 新 变量 
r=lnr 《r 一 ez ) 
y 一 ln 一 (4 一 e?>) 


将 式 (6-3) 作 变量 置换 ,得 
Ti(e’) =| p,(e™).J (er >)drz 


此 式 可 写 为 T= | ac 一 dz 
其 中 T(y) 一 Ti(e7)， AP(Z) 王 pi(er)， J i(y—zx)=Ji(e*") 

上 式 为 裙 积 计算 积分 公式 。 把 实测 p,(z) 值 作为 输入 信号 ,经 脉冲 响应 为 J,(y 一 x) 的 滤波 
器 , 即 可 获得 输出 信号 TC(y)。 实 际 上 ,把 p,(z) 转 换 成 (y) 是 一 个 初 积 计算 过 程 。 

如 同 正 演 数 学 模型 推导 过 程 ,同样 利用 采样 定理 ,将 p.(z) 离 散 化 , 则 有 


_ sin[x(z—iAzr)/Az] 
Pz) = pliAT) TA (6-5) 


代入 式 (6-4), 得 


_fTsS sin[r(r — iAr)/Az] 加 
T(y) | ,| BD par) A Ji(y— zx)dr 


sin[r(z 一 IAz)/Az] 1 
-之 sa eA/ A A edz 





T(A) = > aaao 六 ES 二 dz (6-6) 
令 b[L(i oe i)A] ro | ,| oi | du 
将 式 (6-6) 简 化 为 如 下 形式 
T(jA) = > p,(iA)LLC — i)A] (6-7) 
或 
T(jA) = > PLC — DAJGA) (6-8) 
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式 中 ,6b6[ (一 站 A 为 滤波 系数 ( 即 反 演 滤波 系数 )。 
式 (6-7) 和 式 (6-8) 为 p,(zr) 转 换 为 T(y) 的 离散 化 裙 积 公式 。 
2. 滤波 系数 
反 演 滤波 系数 的 计算 方法 与 正 演 滤 波 系数 计算 方法 相同 ,在 此 不 再 重 述 。 目 前 国内 外 已 计 


算出 不 同 采样 间隔 的 各 种 滤波 系数 。 表 6-1 给 出 了 采样 间隔 为 A= 半 In(10) 和 A= 环 In(10) 三 
组 系数 。 经 精度 检查 后 ,已 用 于 反 演 解释 实用 程序 中 。 


表 6-1 滤 波 系 数 


Gu 数值 积分 算法 (X10-4) 解 线性 方程 算法 (X10-4) 
- ( 许 春晖 ) (中 国 矿业 大 学 ) 


80. 069 8 一 3.0016 
一 183.637 0 20. 449 3 
279.706 6 一 73, 450 5 
一 81.218 2 157. 402 2 
一 ] 168. 605 9 33,. 659 5 
1 172. 502 4 一 126 4.999 0 
2 069. 146 0 1 251.047 0 
2 194. 444 1 2 013.346 0 
1 628. 945 6 2 226.777 0 
1 284.245 0 1 620.277 0 
821. 909 6 1 629,379 0 
639. 180 0 860. 147 5 
375.071 5 577.501 7 
313. 528 7 460. 805 1 
161. 742 2 202. 174 0 
158. 231 9 301. 452 5 
63. 447 4 一 13.446 3 
84. 541 6 270. 902 5 
18. 924 4 一 162.0400 
49. 201 3 306. 289 6 
一 0.670 4 一 276. 728 8 
31.876 6 355. 679 3 
一 8.949 2 一 333. 033 5 
23. 065 8 347. 339 3 
一 12.065 8 一 284. 127 2 
18. 324 3 212.024 2 
一 12.937 7 一 108.519 1 


36. 685 7 
A= in(10) -In(10) 
3 6 


3. 拟 合 核 郴 数 反 演 解释 方法 
电 测 深 曲 线 反 演 解释 是 设法 探索 理论 模型 核 函 数 工 (>y) 曲 线 与 实测 转换 函数 个 (1) 曲 线 最 
佳 拟 合 ,一旦 寻找 出 这 条 最 佳 拟 合 的 理论 核 函数 曲线 后 , 则 反 演 解释 ( 拟 合 核 函 数 方法 ) 便 完 
成 。 因 此 ,7(y) 和 了 (4) 曲 线 拟 合 程度 衡量 标准 的 正确 选择 是 十 分 重要 的 。 衡 量 标准 ( 即 拟 合 
差 ) 有 多 种 表示 方法 , 即 :绝对 误差 ,相对 误差 或 对 数 型 误差 等 。 鉴 于 电 测 深 曲 线 是 绘制 在 对 数 
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1 
6 ln(10) 






坐标 系 中 , 故 采 用 对 数 型 误差 表示 法 更 为 合理 。 
采用 对 数 型 拟 合 差 为 目标 函数 的 表达 形式 如 下 


F(P) = SClnzdA) — ln T(kAP) (6-9) 


式 中 ,FF(P) 为 目标 时 数 ;PP 为 层 参数 , 即 Pirp2ao Pashi ho,… ,hh 1;T(4) 为 电阻 率 转换 函数 ; 
T(24) 为 理论 模型 核 明 数 ;MM 为 采样 点 数 ;A 为 采样 间隔 。 

忆 ( 忆 ) 是 电 性 参数 已 的 函数 (2N 一 1) ,为 一 个 复杂 的 非 线 性 函数 。 为 了 直接 求解 ,必须 对 函 
数 F(P) 线 性 化 。 为 此 ,将 In T(kAP) 在 P" 域内 展开 成 台 劳 级 数 ,并 上 略 去 二 次 和 二 次 以 上 的 高 
次 项 ,可 得 


0 
In 不 (4AP) = In T(EAP') 十 p> RAE a (6-10) 


式 中 ,AP, 为 校正 量 ,AP,=P; 一 Pj";P,(P,P,，,: ma ey P? 为 初 值 。 
将 式 (6-10) 代 人 式 (6-9) ,得 


二 9 In T(kAP" ) 和 
一 一 kAP') 一 et : 
F(P) linTa) ln T(kAP') > sp,] (6-11) 
(二 1,2,3,… ,让 ,… ,MM 为 采样 点 序 ;7 二 1,2,3,*…,j,*…,2N 一 ] 为 层 参 数 数 序 ) 
现 求 目 标 函 数 FR(P) 极 小 值 , 即 
本 
3aP， 
aF(P) _ 
aP, 2N 一 1 个 方程 (6-12) 
apCP) _ 
aPsn-i 
上 述 2N 一 1 个 方程 的 通 式 可 写成 如 下 形式 
EY 站， pe、 < 9ln TRAP') 
= zfint ca) - In T (RAP') 3 | 
9 ln T(EkAP’) 9 
x| 一 Pp, ap, APj 
M 2N 一 ! 7 0 
= 22 2?| ln7CktA) — In TAP') — > AP 
= 1 aP, 
1 9 In T (kAP") 
ee i 
上 式 改 写 为 
Sm 9 ln TAP') 3 1n T(EAP') a 
em 二 aP, aP,; 
J 
mM 
= >)[lnT (kA) — ln T(EAP')] x on (Pe 
| 3P， 
(7 一 1,2,3,…， 2N 一 1) (6-13) 
令 
< 9 ln T(EkAP') 9 ln T(EAP? 
a 一 >) 一 了 人 (6-14) 
二 到 1 
M 
_ Stn) — ln T(kAP')] CAP) (6-15) 


和 1 ee 
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故 式 (6-13) 可 写成 


> aijAP， 二 b, (1 = 1,2,"*,2N 一 1) (6-16) 
=l 
此 方程 组 的 系数 为 一 对 称 和 矩阵 。 令 
aln TAOAP) 3lnT(IAP") © 31nT(UAP') 
aP, aP, 9P2v-: 
aln T(2AP’) 39lnT(2AP’) © 391nT(2AP') 
AxmzN-y)= 


aP aP, aPyn-i (6-17) 


alnT(MAP’) alnTCMAP") . 91nT(MAP') 
aP, 9F 9Pon-! 
和 矩阵 BB 和 AP 为 
nT(1A)—ln T(1AP') 


jn 个 (2A) 一 ln T(2AP') 


Ben-vxi= Atin-vu ; (6-18) 
nT(MA)—1n T(MAP') 
AP 
AP， 
AP= |AP, (6-19) 
APv-l 
则 式 (6-16) 可 采用 和 矩阵 表达 式 , 即 
A'AAP=B (6-20) 


称 为 法 方程 。 

为 保证 收敛 ,采用 最 大 步 长 探索 修正 量 AP, 可 将 式 (6-20) 加 阻尼 系数 ,改写 成 阻尼 最 小 二 
乘 方 程 , 即 

(ATA+AI)AP=B (6-21) 

式 中 了 为 单位 阵 ;4 为 阻尼 系数 ;AP 为 改正 量 。 

求法 方程 (6-21) 的 最 小 二 乘 解 ,经 反复 迭代 ,寻求 最 佳 拟 合 。 其 计算 过 程 如 下 : 

《1) 给 定 初 值 已 ,形成 目标 函数 FF(P")， 

(2) 当 严 CP?")>e( 拟 合 精度 ) , 解 方程 (4T74 十 MT)AP= 巨 , 求 修正 量 AP ,计算 参数 已 = Po 十 
AP ,以 P' 为 新 的 初 值 ,重新 形成 F(P')。 

(3) 当 FC(P >e, 但 (P') 人 KF(P*?) 时 ,计算 阻尼 系数 4 二 A/jp(p 为 一 常数 ); 如 果 F(P') 二 
F(P") 时 ,计算 发 散 , 必 须 减 小 步 长 , 故 重 新 计算 阻尼 系数 4=Ap。 

(4) 重 复 以 上 各 步 ,直到 求 得 一 组 P' 值 ,使 得 下 (P')<<e 止 , 说 明 拟 合 精 度 符合 要 求 , 此 时 
P'* 值 为 所 求 的 解释 参数 值 。 

4. 求解 T(4) 偏 导数 的 解析 表达 式 


由 递 推 公 式 
TVtTi we i -aa 
dd ' 1+e-”, 
T,.=p, 
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求 T,(4) 对 层 参数 的 偏 导数 ,可 借用 链 锁 法 快速 计算 各 偏 导数 值 。 链 锁 法 实质 上 是 先导 出 以 下 


几 个 偏 导数 表达 式 , 其 他 各 偏 导数 值 可 用 递 推 方法 求 得 , 即 
aT, 1— B, 
9 i (1+pB.;* -TT, AD) 


式 中 B= = 1m 


aT, Ps [1+2py + | | 
ap， 日 十 BTVpi 


9 了 人 Pi 一 (Tj+1/p;) )*] 44， 








Rh WN,; Ph, [lt+B,(Tir/p) J Cat/a,) 
式 中 Qj = et 

2 Ti_ 3 T 9 Ta9 Ths .3 T, 

op; 9 Tin9 了 工 /+29 Trs go， 


6. 1. 2.2 拟 合 视 电 阻 率 反 演 解释 方法 
拟 合 视 电 阻 率 法 仍 采 用 对 数 型 日 标 落 数 , 即 


F(P) = [lnp, (RA) — In BAP 


k= 1 


将 式 (6-27) 在 六 域内 展开 成 台 劳 级 数 , 赂 去 二 次 以 上 高 次 项 ， * 近 似 线 竹 化 ， 得 
aln p,(kAP') 


F(P) = > [naca) — InB(kAP) — 5 


一 j 一 1 


对 多 元 函数 (PP) 求 极 小 值 , 即 
aF (P) 

3P 
可 建立 2N 一 1 个 方程 ,其 通 式 为 


Am 9 ln p(kAP') 9 1np, (kAP) Mp 
op, a i 





=0 


=— } a 
= > [lnp,(kA) 一 ln p,(kAP')] X 
同样 ,可 建立 如 下 法 方程 
A'TAAP=B 
式 中 4 为 雅 可 比 矩 阵 , 即 


3lnp(IAP") ainp(IAP) © 931np(1AP') 


ap, ap, 


alnp(2AP") 39Inp(2AP’) © 31np.(2AP') 


A= 0P， OP， 


alnp(CMAP?) 3lnp(MAP’) alnPCMAP。) 


ap, ap, 
和 矩阵 已 和 AP 可 写成 


)* 





apP,; 


9 ln p,(kAP') 


ap, 


9P:w-i 


9Pyn_! 


AP,] 


M(2N—1) 


(6-22) 


(6-23) 


(6-24) 


(6-25) 


(6-26) 


(6-27) 


(6-28) 


(6-29) 


(6-30) 


(6-31) 
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no,(1]A) 一 ln p,(1AP') 


7 | lnp,(2A)—lIn p.(2AP") 


-yy . (6-32) 


| 

| 

: | 

Inp, (MA)— ln 5 CMAPo) | 
AP， 1 


AP= |AP, (6-33) 


让 | 
采用 阻尼 最 小 二 乘 算 法 , 则 式 (6-30) 法 方程 可 改写 为 
(ATA+A)AP=B (6-34) 
式 中 4 为 阻尼 因子 ;7 为 单位 矩阵。 
计算 视 电 阻 率 偏 导 数 的 方法 同 求 核 贤 数 偏 导数 一 样 ,利用 连锁 法 递 推出 各 偏 导 数值 ,首先 
把 矩阵 4 中 元 素 化 为 
Diln po,(MAP") 1 ap,(MAP") 


aP, PRAP') 9P, 
如 果 正 演 计算 数字 模型 采用 以 下 形式 : 


p(kA) = 2) TLIO ~ DAICGA) 
i= MM 





(6-35) 


则 有 


ap, 


式 中 3T[(j 一 站 Aj/3P 可 仿照 式 (6-22) 一 式 (6-26) 计 算 , 然 后 3T/3P 和 滤波 系数 CGA) 做 初 
积 计算 可 求 得 ao/aP 大 小 值 ,显而易见 ,在 形成 矩阵 4 的 算法 上 要 复杂 得 多 。 

6.1.2.3 用 阻尼 最 小 二 来 法 反 演 时 的 注意 要 点 

本 方法 虽然 是 用 计算 机 对 电 测 深 曲 线 进行 自动 反 演 , 但 是 由 于 测量 误差 ,问题 的 非 线 性 等 
原因 造成 解 的 非 唯一 性 ,因此 使 该 反 演 方法 存在 着 如 下 一 些 缺 陷 : 

《1) 必 须 人 为 提供 未 知 参 数 的 初始 值 , 且 初 始 值 的 好 坏 直 接 决定 了 解释 结果 的 好 坏 .电阻 
率 及 厚度 初始 值 可 以 有 一 定 偏差, 但 层 数 设置 要 求 准确 ,因为 程序 只 能 修改 电阻 率 及 厚度 ,不 
能 修改 层 数 .另外 由 于 解 的 非 唯一 性 ,一 组 不 适当 的 初始 假设 ,可 能 导致 一 组 错误 的 解释 结果 ， 
虽然 此 时 p, 曲线 拟 合 得 很 好 ,但 解释 结果 误差 很 大 。 因 此 必须 在 充分 分 析 地 质 、 物 探 资 料 的 基 
础 上 ,对 电 测 深 曲 线 进行 初步 解释 ,提出 较 合 理 的 初始 层 参 数 。 

(2) 等 值 作 用 的 存在 使 反 演 结 果 具 有 多 解 性 ,除了 高 阻 薄 层 的 7 了 等 值 性 和 低 阻 薄 层 的 5 
等 值 性 外 , 层 数 不 同 地 电 断 面 的 p, 曲线 在 一 定 误差 范围 内 也 可 能 处 于 等 值 状态 。 因 此 应 尽量 
减少 测量 误差 ,并 结合 地 质 资料 从 等 值 范 围 内 求 出 合理 解 , 还 可 以 限定 某 些 已 知 层 参数 值 在 反 
演 中 保持 不 变 , 但 该 参数 值 一 定 要 能 准确 地 确定 ,否则 结果 更 坏 。 也 可 以 用 有 关 统 计 参 数 判 别 
等 值 性 的 存在 。 

(3) 该 方法 是 水 平均 匀 层 状 介质 的 一 维 反 演 方法 ,在 地 层 横 向 变化 较 大 时 ,曲线 达到 拟 合 
较为 困难 。 此 时 拟 合 精度 不 宜 定 得 过 高 .并 且 即 使 曲线 拟 合 较 好 , 求 得 参数 值 也 有 很 大 的 近似 
性 。 
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aa 0 N 1 
APRAP®) _ SS 2 DAjccaA) (6-36) 
M A 


1 


(4) 反 演 解释 结果 即使 准确 ,还 必须 强调 求 得 的 是 电 性 界面 的 划分 ， 必须 根据 本 区 的 地 质 
情况 ,合理 利用 反 演 结果 ,才能 求 得 岩层 界面 的 划分 。 


6. 1.3 其 他 解释 法 


当 电 测 深 解释 的 任务 只 是 为 了 确定 高 阻 基 岩 的 深度 和 电阻 率 , 而 不 要 求 作 分 层 解释 时 , 选 
用 平均 电阻 率 法 比较 理想 。 这 一 方法 的 实质 是 将 实测 的 多 层 曲线 的 尾 段 看 成 一 条 G 型 二 层 曲 
线 , 其 所 对 应 的 第 二 层 为 基 涯 .而 第 一 层 是 将 基 涯 以 上 的 全 部 地 层 总 起 来 看 作 一 层 , 即 上 禾 窑 
层 的 等 效 层 。 此 等 效 层 的 厚度 就 等 于 上 柳岩 层 的 总 厚度 于 ( 即 基 宕 深度 ); 而 其 电导 率 为 基 宕 
以 上 各 层 之 电导 率 o 按 厚 度 A 本 


Gh 十 Gzhz 十 。。 十 ge- Is-1 < < 
一 i 一 > h; > h, 6- 
Om A 十 h, 十 ， ， 十 h, "1 i== 祷 g 二 1 ' oe 


式 中 有 为 第 i 层 的 厚度 GG=1,2,…,n 一 1);0o;= 二 1/p,, 为 第 i 层 的 电导 率 ， 即 第 1 层 电 阻 举 的 倒 
数 ;(n 一 1) 为 基 岩 以 上 的 电 性 层 数 。 由 式 (6-37) 可 得 等 效 层 的 平均 电阻 率 : 





站 (6-38) 
, hy hs | 名 -1 . 
a Pp An-1 


式 中 的 5 一 全 十 天 和 -十 2 ,为 基 岩 以 上 各 层 的 总 纵向 电导 。 在 钻 孔 旁 作 了 电 测 深 观测 后 ， 


根据 实测 电 测 深 蝎 线 可 确定 读 刻 处 的 总 纵向 电导 值 S$ ,而 基 岩 深度 右 可 由 钻 孔 资 料 得 知 。 这 样 ， 
便 可 按 式 (6-38) 计 算 该 处 的 平均 电阻 率 pn。 

Pm 随 基 岩 以 上 各 层 的 电阻 率 p; 和 厚度 h; 而 变 ;但 在 一 定 测 区 范围 内 , 当 h; 和 p; 变化 不 大 
时 ,ow 可 近似 看 成 是 常数 , 即 可 将 钴 孔 旁 测 深 所 得 的 ou 值 ,代表 该 钻 孔 附近 一 定 测 区 范围 内 
的 平均 电阻 率 。 在 已 知 平均 电阻 率 值 的 条 件 下 ,可 根据 不 同情 况 分 别 采 用 下 述 三 种 方法 之 一 ， 
确定 基 岩 深度 HH: 

(1) 当 电 测 深 曲 线 尾 段 成 45" 倾 斜 直线 上 升 时 ,由 一 般 电 测 深 理论 可 知 , 基 岩 电 阻 率 ov 比 
平均 电阻 率 p。 大 很 多 时 ,该 45" 倾 斜 直线 为 “S? 线 ,其 上 任意 一 点 横 坐 标 与 纵 坐 标 之 比值 等 于 
纵向 电导 SS 三 五 /o。。 所 以 ,此 45" 倾 斜 直线 与 水 平 直线 p,==p。 的 交点 之 横 坐 标 , 就 等 于 基 岩 深 
度 玉 , 这 是 人 们 所 熟悉 的 “无 限 ” 高 阻 基 涯 上 电 测 深 曲 线 的 S 解释 法 。 

(2) 当 实测 曲线 尾 段 成 倾角 小 于 45° 的 倾斜 直线 上 升 时 ,将 倾斜 直线 当 作 实际 测 深 曲线 尾 
段 的 等 效 二 层 曲线 过 拐点 的 切线 。 根 据 G 型 二 层 曲 线 过 拐点 之 切线 必然 通过 第 一 层 特征 点 的 
性 质 ,延长 该 倾斜 直线 与 p,=p。 的 水 平 直 线 相交 ,交点 的 横 坐 标 应 等 于 基 岩 深度 五 .这 是 G 型 
测 深 曲 线 的 切线 解释 法 。 

《3) 知 实测 电 测 深 曲 线 的 尾 段 旺 弯曲 上 升 ,并 有 出 现 水 平 渐 近 线 的 趋势 , 则 可 利用 G 型 曲 
线 尾 段 的 S 等 值 性 来 解释 实测 曲线 的 尾 段 .G 型 二 层 电 测 深 曲线 尾 段 具有 S 等 值 性 ( 罗 延 钟 、 
张 桂 青 ,1987): 所 有 py 二 pz/P1 宇 5 的 G 型 曲线 的 尾 段 ,其 形状 实际 上 都 相同 (差别 小 于 观测 误 
差 ), 而 位 置 决定 于 第 一 层 的 纵向 电导 5S==h,/p, 和 第 二 层 的 电阻 率 p,。 当 平移 测 深 曲线 ,使 所 有 
KH 之 5 的 G 型 曲线 之 尾 段 相互 重合 时 , 诸 曲 线 第 一 层 的 特征 点 (hi,pi) 位 于 一 条 45° 倾 斜 直线 ( 即 
S 线 ) 上 ( 见 图 6-3).。 又 因为 任何 多 层 曲线 的 尾 段 均 可 看 成 基 岩 以 上 整套 覆盖 层 的 等 效 层 ( 厚 度 
等 于 基 岩 深度 妃 , 电 阻 率 为 平均 电阻 率 ou) 与 基 岩 组 成 的 二 层 曲线 , 所 以 ,实测 多 层 曲 线 的 上 
升 尾 段 实 际 上 总 是 与 py 值 适 当 大 的 G 型 理论 曲线 之 尾 段 形状 相同 ;并 且 , 经 过 平移 使 两 者 相 
互 重合 后 ,实测 曲线 等 效 层 的 特征 点 (于,p,,) 将 与 理论 曲线 第 一 层 特征 点 (Ch,p) 在 同一 条 45? 
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倾斜 直线 (S 线 ) 上 .。 由 此 S 线 上 任 一 点 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 之 比 , 便 可 得 总 纵向 电导 S: 此 时 , 若 
Pm 已 知 , 便 可 进而 确定 五 一 .pn。 同 时 ,由 理论 曲线 的 2: 值 还 可 确定 基 岩 电阻 率 p,。 这 就 是 电 
阻 率 有 限 的 高 阻 基 岩 上 电 测 深 曲 线 的 S 解释 法 (简称 “S 法 ”) 。 





图 6-3 ”经 过 重新 排列 的 G 型 二 层 曲 线 
(曲线 旁 的 数值 为 该 曲线 的 w 值 ) 
1. py 二 50 的 二 层 理论 曲线 ;2. pw 天 50 的 二 层 理论 曲线 与 yx 二 50 的 
二 层 理 论 曲 线 不 相 重合 的 部 分 ;3. 各 二 层 曲线 第 一 娠 的 特征 点 


前 面 所 定义 的 覆盖 层 之 等 效 层 [其 特征 点 为 (五 ,ou。)] 与 多 层 曲线 图 解 作 图 法 中 的 代替 层 
[其 特征 点 为 (hi,2.….,-19Pi.2.….n-1)]J 一 般 是 不 相同 的 。 不 过 它们 的 特征 点 都 位 于 表征 覆盖 层 总 
纵向 电导 的 S 线 上 。 当 用 S 法 解释 时 ,代替 层 和 等 效 层 的 差异 对 解释 结果 无 影响 ,而 当 用 切线 
法 作 解 释 时 ,两 者 的 差异 将 使 解释 深度 及 ' 与 实际 基 岩 深度 H 不 相同 。.w 越 大 ,实测 曲线 上 升 
越 接近 45", 误 差 就 越 小 。 在 实际 解释 中 ,通常 cu/p。=A 志 5, 过 拐点 切线 的 上 升 倾 角 大 于 32。。 所 
以 ,代替 层 与 等 效 层 差异 对 本 解释 方法 所 引起 的 误差 一 般 可 以 不 考虑 。 

本 法 是 基于 对 G 型 水 平 二 层 断 面 电 测 深 曲线 性 质 的 分 析 而 建立 起 来 的 .所 以 它 只 近似 适 
用 于 基 岩 起 伏 不 大 的 情况 ,我们 说 它 比 较 适用 于 大 地 不 均匀 条 件 下 的 电 测 深 解释 ,主要 是 指 覆 
盖 层 局 部 电 性 不 均匀 和 地 形 局 部 不 平 ,使 实测 曲线 的 前 支 和 中 段 发 生 畸 变 ,致使 难以 作 分 层 解 
释 ; 而 本 法 主要 利用 曲线 尾 段 , 受 局 部 不 均匀 性 的 影响 较 小 , 易 作 解释 .但 若 基 岩 起 伏 很 大 或 覆 
盖 层 电 性 水 平方 向 变化 很 大 ,致使 实测 曲线 尾 段 相对 于 水 平均 匀 层 状 情况 发 生 明显 畸变 , 则 本 
法 亦 将 产生 明显 误差 ,各 种 水 平 不 均匀 性 对 电 测 深 的 畸变 和 干扰 十 分 复杂 ,不 可 能 从 理论 上 全 
面 考虑 它 的 影响 ;但 对 若干 测 区 电 测 深 资 料 实际 解释 的 良好 效果 ,检验 和 证 实 了 本 法 的 实际 抗 
于 扰 能 力 。 

本 法 也 可 通过 计算 机 编程 实现 ( 罗 延 钟 、 张 桂 青 ,1987)。 


3 6.2 交流 电 测 深 曲 线 的 反 演 


和 直流 电 测 深 法 的 反 演 类 似 , 交 流 电 测 深 曲 线 的 反 演 ,也 有 计算 机 自动 拟 合法 、 量 板 对 比 
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法 、 渐 近 线 法 以 及 特征 点 法 等 .本 节 将 先 详细 介绍 可 控 源 音频 大 地 电磁 测 深 (Controiled 
Source Audio-frequency Magnetotellurics ,简称 CSAMT) 法 的 一 维 广 义 闭 反 演 ;然后 ,对 瞬 变 
电磁 测 深 法 中 的 几 种 常用 反 演 方法 作 一 概述 。 


6. 2.1 CSAMT 法 的 一 维 广 义 逆反 演 


CSAMT 法 的 双 极 源 可 近似 简化 为 单个 等 效 电 侦 极 源 或 几 个 电 偶 极 源 的 组 合 , 所 以 双 极 
源 CSAMT 法 的 一 维 正 、 反 演 可 简化 或 分 解 为 电 偶 极 源 的 相应 问题 .下 面 将 重点 讨论 电 偶 极 
源 的 一 维 反 演 算法 。 

6.2.1.1 电 偶 极 源 CSAMT 法 的 一 维 正 演 公 式 

正 演 是 反 演 的 基础 .CSAMT 法 观测 与 供电 偶 ( 双 ) 极 平行 的 电场 分 量 E, 和 与 之 正 交 的 磁 
场 分 量 玉 ,, 进 而 计算 卡 尼 亚 视 电 阻 率 








1|E: 
PT op H, (6-39) 
和 阻抗 相位 
P= FP, (6-40) 


所 以 , 电 偶 源 CSAMT 法 的 一 维 正 演 , 就 归结 为 计算 水 平 层 状 大 地 上 音频 电 偶 极 子 的 电场 和 
磁场 分 量 . 它 们 分 别 是 


BE, + ld eA 
Ee bE, HVF EHV Be)de 

















we es Vi(F,— 1) 
0 -GT Fv je Bade 
"=| iVi(D—1) (CR 一 1) 
和 
Ss Td7 2 gVi(F, — 1) 
H, 一 H, + 3 ?Jo (g++ VF)(g+t+tV, jeCBg)de | 
ie gV(F, — 1) 
(3) FB de] We 
式 中 
YA +V,tanh| | 
RE (7J 一 n—l1,.",2,1) 
VtVimFmtanh| ~ 全:| (6-43) 
F, = 
cnt stanh[ 和 | 
d, 一 (J 一 ?一 1,…，2,1) 
二 = 
7 十 zeatanh| -全 | (6-44) 
,=] 
Vs/ et (i= v=]1) (6-45) 
B=r/6, (d= me poe ,为 趋 肤 深度 ) (6-46) 


r= VZ 十 y (6-47) 
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tanh(z) 一 ]e- ;为 双 曲 正切 了 消 数 (6-48) 

E: 和 Hy 分 别 是 电导 率 为 0 的 均匀 大 地 条 件 下 的 电场 和 磁场 分 量 , 它 们 易于 按 下 式 算出 
-一 = 熙 语 [1 一 3 + (1—ikr)e" "| (6-49) 
HH, 一 完 吉 (六 [AK+ 守 (KK)I-LK (6-50) 


式 中 ,Ko 和 天 ,分别 为 第 一 类 和 第 二 类 变型 贝 塞 尔 函数 ,它们 的 宗 量 都 是 | 一 各 | 在 忽略 


位 移 电流 的 情况 下 ,传播 常数 


k= NV iwpo0) (6-51) 
式 (6-41) 和 式 (6-42) 中 包含 零 阶 和 一 阶 贝 赛 尔 函数 和 J 的 积分 ,可 用 快速 汉 克 尔 变换 
(线性 滤波 ) 算 法 计算 。 


6.2.1.2 广义 逆 甜 阵 反 演 法 
用 广义 逆 和 矩阵 法 作 反 演 的 算法 原理 如 下 : 设 在 待 反 演 的 一 条 CSAMT 实测 频率 测 深 曲线 
上 ,包含 一 组 ( 共 M 个 ) 不 同 频率 的 实测 数据 , 称 为 实测 数据 矢量 , 记 为 
Ps= {Pos Po" sa spam} (6-52) 
反 演 的 目的 是 通过 这 组 实测 数据 求 出 地 下 各 电 性 层 的 电导 率 和 厚度 (统称 为 模型 参数 ) ,对 于 
n 层 大 地 ,总 共 包 含 N= 二 2n 一 1 个 模型 参数 ,以 模型 参数 矢量 A 表示 
A= {NsAss re ,As ,Av)}T (6-53) 
通常 M>N， 
根据 正 演算 法 ,对 于 给 定 的 A, 可 算出 某 一 频率 /; 上 的 观测 参数 的 理论 值 p., 即 可 将 p. 表 
示 为 和 的 已 知 函 数 p(4) ,在 反 演 问题 中 ,A 是 待定 的 未 知 矢量 ,为 求 得 A, 令 A= 和 ?十 AA, 其 中 ， 
4 是 初始 模型 参数 矢量 ,可 以 给 定 ; :全 为 樟 好 纺 8 现 间 的 就 证 量 , 是 未 知 的 ,只 要 求 得 改正 量 
AM, 就 可 算出 模型 参数 矢量 BBS.3SO01.COM 
A 二 A 十 AA (6-54) 
将 pi(4) 在 初始 模型 参数 矢量 ee 


mu = pulN 十 Ah) = palA) 十 区 AN +R (6-55) 
式 中 , 尺 是 Ah 的 高 阶 小 量 。 由 式 (6- 55) 可 写 出 反 演 拟 合 中 ， a (2) 与 实测 数据 c. 的 拟 合 


") 


差 
€ = pai 一 pu(M) = ps — pi (NX) 一 > 2 . AA—R (6-56) 
拟 合 的 要 求 是 使 拟 合 差 趋 于 零 ， 故 在 上 式 中 取 一 0; 同 时 ,忽略 高 阶 小 量 R, 可 得 
de “AM = ps — pi (MN) = Ap(A') (6-57) 


j= 


依次 取 i=1,2,…,M, 可 由 式 (6-57) 得 出 一 线性 方程 组 
MPaA(A) ao) p(X°) 





Maa |/AN) [ApCX) 
Pea (4) ao) .MeN) | | Ap2 (4X) 
2 





aN aN, AAw 一 ( 6 58 ) 


peu (A) Apeu (NX) pou NX) | [A Apu (A°)) 


a A My 
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或 简写 成 





[JJ*{AA}= {Ap) (6-59) 
式 中 [Jj 称 为 雅 可 比 和 矩阵 ,在 这 里 是 一 个 MXN 阶 奇异 和 矩阵。 其 元 素 
/= (i=]1,2,°"%,M;]=1,2,.",N) (6-60) 


{Ap} 是 给 定 初始 模型 入 时 ,实测 值 ps 与 理论 计算 值 p 的 拟 合 差 矢量 Ap(2°)==[p,] 一 p.(X')， 
其 元 素 
Api(M)= poi— pe (NM') (i=1,2,',M) (6-61) 
通常 M>N ,所 以 (6-58) 或 (6-59) 式 为 超 定 线性 方程 组 。 
当初 始 模型 太 给 定 后 ,[LJ] 和 {Ap} 皆 是 已 知 量 ， 于 是 可 通过 求解 超 定 方程 组 (6. 58) 或 (6- 
59) 确 定 模型 参数 矢量 的 修改 量 AA, 从 而 由 式 (6-54) 算 出 待 求 的 模型 参数 矢量 1。 
超 定 方程 组 (6-58) 或 (6-59) 的 求解 采用 广义 逆 矩 阵 法 , 即 先 算出 雅 可 比 矩 阵 J 的 广义 逆 
和 矩阵 .三 ;然后 由 J* 求 出 方程 组 的 解 
AA=J*TAp (6-62) 
广义 逆 和 矩阵 六 由 > 的 奇异 值 分 解 算得 ,这 是 目前 各 种 物探 数据 反 演 常用 的 算法 .不 袭 述 . 
不 过 ,应 该 指出 两 点 : 
(1) 电 法 测 深 (直流 电 测 深 和 各 种 电磁 测 深 ) 都 是 体积 勘探 , 测 深 曲线 都 绘 于 双 对 数 坐 标 
中 , 故 在 作 数 值 解释 ( 反 演 ) 时 ,观测 数据 p 和 模型 参数 4 都 按 对 数 比 例 尺 进行 运算 . 即 在 前 述 
公式 中 ,分 别 以 lnp 和 1n4 代 换 p 和 4。 于 是 雅 可 比 矩 阵 元 素 变 为 


_ alnpos() A ap.(N) 
J 加 9 InA, 和 [= A, | ， RE 


(=1,1,°"*,M;]=1,2,."…,N) 
观测 参数 增 量 变 为 6p==Alnp 二 lnp, 一 lnp.(X) ,其 元 素 








02 一 Alnm 一 lnpu 一 lnp.(XM) 一 lnpuy/ ps(CXo) (6-64 ) 
(i=1,2,.…,M) 

而 模型 参数 修改 量变 为 54 二 AlnA==InA 一 ln 和 ?, 其 元 素 
0A,=AlnA=1lnN—lnA=lnXA/A (6-65) 
(j=1,2,.",N) 

故 由 修改 量 64,; 计算 模型 参数 的 计算 公式 改 为 
太一 必 ie 人 (7 一 1,2，…… 入) (6-66) 


(2) 在 导出 线性 方程 组 (6-58) 或 (6-59) 的 过 程 中 ,忽略 了 高 阶 小 量 尺 , 所 以 , 求 出 的 解 只 是 
一 种 近似 ,为 了 使 模型 参数 确定 得 更 准确 ,需要 采用 多 次 和 迭代 算法 。 即 在 求 出 模型 参数 之 
后 ,将 其 作为 新 的 模型 参数 初 值 

NW = Ne (6-67) 
重复 前 述 求解 过 程 ,直至 达到 必要 的 精度 为 止 。 

6.2.1.3 和 雅 可 比 答 阵 的 解析 算法 

在 前 述 反 演算 法 中 ,和 需要 计算 雅 可 比 和 矩阵 的 诸 元 素 , 即 观测 参数 ( 视 电 阻 率 p, 和 阻抗 相位 
9 对 模型 参数 (各 层 电 导 率 o; 和 厚度 hj,) 的 一 阶 偏 导数 .一般 的 做 法 是 用 有 限 差 商 作为 偏 导数 
的 近似 值 ,其 优点 是 算法 和 编程 序 都 比较 简单 ,但 计算 量 很 大 ,对 于 一 个 层 断 面 ,有 N 二 2 
一 1 个 层 参数 ,因此 每 迭代 一 次 , 雅 可 比 和 矩阵 的 计算 量 至 少 N 倍 于 一 次 正 演 的 计算 量 . 这 在 做 
多 层 反 演 时 ,是 难以 接受 的 .为 了 大 幅度 节省 计算 量 , 下 面 推 导 了 层 状 大 地 上 电 侦 源 CSAMT 
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法 p, 和 9 对 层 参数 一 阶 偏 导数 的 解析 表达 式 , 从 而 实现 用 解析 法 计算 雅 可 比 和 矩阵 , 现 将 具体 
计算 公式 及 其 导出 思路 概述 如 下 。 

(1) 由 式 (6-39) 和 式 (6-40) 可 导出 , 卡 尼 亚视 电阻 率 p, 和 阻抗 相位 六 对 层 参数 的 一 阶 偏 导 
数 


nb [ReE,.(ReE,) +ImE,. (ImE,)'] 


—p,[ReH,* (ReH,) +ImH,.(ImH,)’] ) (6-68) 


; _ {ImE.) 7 {ImH,) 7 
Pe [tan | | | Lian | RE | | 


_ (ImE,) .ReE,—~ (ReE,) .ImE., 


| 天- 上 
_ (ImH,) 0 人 “ImH, (6-69) 
式 中 Re 和 Im 分 别 表示 实 部 和 虚 部 , 即 
E,=ReE,+ilmE. pe 
H,=ReH,+iImH, SE 
且 
(E,) = (ReE,) +i(ImE,) 
, + , (6-71) 
(H,) = (ReH,) +i(ImH.,) 


这 样 ,对 p, 和 gp 的 一 阶 偏 导数 就 归结 为 对 E, 和 已, 的 一 阶 偏 导数 。 

(2) 在 E, 和 互 , 的 表示 式 (6-41) 和 (6-42) 中 ,只 有 核 函 数 与 层 参 数 有 关 ,而 核 函 数 又 是 由 
递 推 公式 (6-43) 和 (6-44) 算 得 的 .所 以 ,最 后 将 归结 为 对 递 推 公式 求 一 阶 偏 导数 ,实际 上 ,由 式 
DE 

















+ 3 二 “2 Ee Ce) olBg)dg 
(6-72) 
. 多 去 |- VR DJoCBg)dg 
到 -二 到 | FE VP, 1 YJ (Bg)dg | (6-73) 


于 是 ,问题 归结 为 求 一 阶 偏 导数 (ViF1) 和 (ViLi/o1)。 
(3) 在 式 (6-41) 一 式 (6-44) 中 , 层 参 数 都 是 以 归 一 化 形式 出 现 的 ,所 以 ,对 层 参 数 的 偏 导 
数 ,就 是 对 各 层 的 相对 电导 率 cm 和 相对 厚度 心 /8 求 偏 导 数 ,首先 ,我 们 计算 (VF,) , 即 


全 喧 和 2 一 it 利用 复合 函数 求 导 法 则 , 当 分 别 取 层 序 & 一 1,2,…,m 时 ,有 


En a| 客 | 
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AVIF) _ AVIF) a(VsF,) 








| 



























































放生 | BY :FF，) CIz 
: (6-74) 
AVIF) __9V Fl) ,9(V PF, ) DY -1) DY 严 ) 
os BCV:F:) “aCV iF,) aCV,F.) | 
a 宇 | ol 
和 
AVIF) AVIF) aaPa) 
LE 9(V.,F,) | 滞 | 
人 人 
* (6-75) 
AViF) AVIFI) 9VaFa), AV,aF, 2) al) 
i 等! :| NV FE) HVFE) WF ) [| 等! 
人 
aVF 区 DC(V oF. 
于 是 ,问题 归结 为 计算 如 下 形式 的 偏 导 数 :二 2 -2 过 这 和 民 这 这 ,由 递 推 公式 
aV jnF jt) | | 
0i 0 
(6-43) 容 易 导 出 它们 的 表达 式 : 
2 _ ,hzf Vhs 
HV EF)™ Vn T (6-76) 
Ht | +VrtPiratanh| -全 :| | 
aV PF,) 
a 
ol 
[Vw VinFin). -Vnpm ||1 1 一 tanhz| 二 -wn 多] ] 1 
V | | 
[Vit Vn Prtank| 人 
(6-77) 
Vh 
vi|1 1 一 tanAn: | 
DCY ,已 ， 
和 一 (6-78) 
A¥) | [Vt ViF nitank 4 中 
同样 ,由 递 推 公式 (6-44) 可 导出 
2 
| [eu 人 | 人 | 
pe we (6-79) 
2 J 
| Ci+l [人 Sratanh| 到 | ] 
WE, 
ge Vh;) 1. 
Ee a) 
Il 
[(#) -{ zw 上] 学 hy, nl 
j Oj+1 克 和 Yi on 2 V; a 
ee (86-80) 
[z jt] tanh? A 
0; Oj+l 本 本 0 | 
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2 ! | 12 ] ; 
可 Vs =| 村 一 | Dr | 一 an | | 
和 or [Tb om Fi IOl.y (6-81) 
h Ws VA 有 
| | 总 A +1tanh 全 | | 
0 0I1 Or 0 





这 样 ,仿照 式 (6-74) 和 式 (6-75) 亦 可 计算 | 一 | 对 各 层 参数 的 一 阶 导数 ,从 而 最 终 完成 用 角 
析 法 计算 雅 可 比 和 矩阵。 

应 该 指出 ,利用 式 (6-68) 一 式 (6-81) 用 解析 法 计算 雅 可 比 矩 阵 时 ,其 中 许多 量 与 利用 递 扒 
公式 (6-43) 和 (6-44) 作 正 演 计算 时 的 量 相同 ,因而 可 以 利用 正 演 的 结果 ,不 必 重 新 计算 .这 使 
雅 可 比 和 矩阵 的 计算 量 大 为 减 小 ,大 约 仅 为 用 差 商 法 计算 雅 可 比 和 矩阵 计算 量 的 1/N(N 二 2n 一 1， 
n 是 层 数 ), 并 且 最 终 导致 反 演 速度 大 约 提高 n 售 .。 

6.2.1.4 应 用 实例 : 

按 前 述 算 法 编制 双 极 源 CSAMT 法 一 维 反 演 的 实用 程序 ,对 理论 和 实测 数据 进行 反 演 。 

1. 理论 模型 反 演 

表 6-2 列 出 了 一 条 H 型 理论 曲线 的 反 演 结果 。 初 始 模型 参数 分 别 按 不 同 导电 性 的 均匀 半 
空间 赋值 ,对 所 有 层 参 数 未 作 约 束 , 先 后 作 了 单独 p, 反 演 和 p, 与 9 的 联合 反 演 , 反 演 结果 表 . 
明 , 登 代 5 一 6 次 , 便 稳 定 地 收敛 于 其 值 ( 接 近 ) ,并 且 单 独 反 演 p, 和 联合 反 演 o, 与 8 的 结果 相差 
甚 微 。 


表 6-2 H 型 理论 曲线 的 反 演 结果 
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2. 实测 资料 反 演 

图 6-4 给 出 了 淮北 某 煤田 一 条 实测 双 极 源 CSAMT 法 p, 曲线 的 反 演 结果 。 该 区 第 四 系 餐 
盖 层 Q 厚 100 一 200 m, 其 电阻 率 值 随 岩 性 不 同 在 5 一 35 0Q.m 内 变化 ,覆盖 层 下 的 基 岩 中 构造 
发 育 , 元 古 界 老 地 层 (Pt) 电 阻 率 值 100~150 Q*m, 推 以 在 二 又 系 地 层 (P) 之 上 ,二 释 纪 煤 系 地 
层 电阻 率 为 10 一 30 0Q.m; 但 当 其 不 含 煤层 时 ,电阻 率 较 高 , 约 为 100 一 150 Q .mi; 二 有 登 系 下 面 是 
石炭 系 藉 岩 (C) ,电阻 率 很 高 ,在 几 千 欧米 以 上 。 该 区 CSAMT 法 的 任务 是 探测 被 第 四 系 覆 盖 
的 古老 地 层 推 履 体 下 ,是 否 存 在 低 阻 的 煤 系 地 层 , 并 分 别 确定 它们 的 厚度 .野外 工作 的 供电 双 
极 长 度 为 A4B==1 500 my 收发 距 >= 王 6 000 m。 
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实测 P, 曲线 
一 一 一 一 反 演 拟 合 曲 线 





piW:m 


l 4 16 64 256 1024 4096 
fHz 


图 6-4 淮北 某 煤 田 一 条 双 极 源 CSAMT 法 实测 曲线 的 反 演 拟 合 结果 


从 选 作 反 演 的 实测 数据 看 ,大致 为 一 条 HK 型 向 线 。 反 演 选 用 6 层 模 型 ,两 组 略 有 不 同 的 初 
始 参 数 ,迭代 5 次 ,模型 理论 数据 与 实测 数据 达到 理想 的 拟 合 , 拟 合 方差 小 于 5% ,两 组 初始 参数 
的 反 演 结果 十 分 相近 ,其 前 三 层 代 表 第 四 系 覆 盖 层 (Q) ,总 厚度 190. 9 m; 第 四 层 代 表 元 古 界 老 
地 层 (Pt) ,电阻 率 C,= 王 109 Q.m, 厚 度 /一 585.7 m; 其 下 ,第 五 层 ,p;=21.2 Q.m, 推 断 为 煤 系 
地 层 (P), 厚 度 hs 二 195.6 m; 第 六 层 为 高 阻 基底 ,os=9 657 Q,m, 推 断 为 石炭 系 灰 岩 (CC)。 上 述 
反 演 结果 表明 ,在 Pt 推 覆 体 下 ,存在 厚 约 200 m 的 煤 系 地 层 (P), 从 而 肯定 了 该 区 推 覆 体 下 找 
煤 的 前 景 ,钻探 结果 证 实 了 这 一 推断 的 正确 性 ,不 仅 验证 了 Pt 下 存在 煤 系 地 层 P, 而 且 地 层 厚 
度 的 反 演 结果 也 十 分 接近 ,Pt 和 P 的 厚度 推断 误差 ,甚至 不 超过 6%( 见 表 6-3)。 


表 6-3 淮北 某 煤田 一 条 CSAMT 曲线 的 反 演 结果 
反映 的 地 层 
反 演 的 电阻 率 (0*m) 7.7~35,3 


反 演 的 厚度 (my) 


第 探 的 厚度 (m) 





6. 2.2 阴 变 电磁 测 深 法 中 常用 的 反 演 方法 


最 直接 的 方法 是 :根据 大 量 的 p. 曲线 的 量 板 , 只 要 将 实测 的 视 电 阻 率 值 绘 在 双 对 数 坐 标 


lgp.(t)-lg Vt 上 并 与 量 板 曲线 进行 对 比 , 便 可 求 得 断面 参数 .但 是 ,在 目前 仪器 装备 条 件 下 ， 
要 获得 一 条 完整 的 曲线 比较 困难 ,加 之 p. 曲线 等 值 范 围 小 ,对 比 时 很 难 找到 与 实测 曲线 拟 合 
的 理想 曲线 ,使 用 起 来 十 分 不 便 。 因 此 , 求 取 断 面 参 数 主要 用 渐 近 线 法 、 特 征 点 法 和 自动 拟 合法 
等 ,下面 将 简单 加 以 介绍 。 

1. 渐 近 线 法 

在 基底 为 高 阻 的 情况 下 ,可 用 晚期 lgp.-lg Y t 曲线 的 S 渐 近 线 求 取 总 纵向 电导 5 


S 一 189.3V 2rt, S (6-82) 
式 中 ,i 为 S 线 与 p.=1 fm 轴 交 点 的 横 坐 标 。 
在 基底 导电 的 情况 下 ,利用 晚期 视 电阻 率 尾 支 渐 近 线 可 得 基底 埋 深 
H=p. pn! V2nt)' 3. 36r'’? km (6-83) 
式 中 ,2- 为 曲线 右 支 对 应 于 时 间 上 的 视 电 阻 率 ;pw 为 导电 层 基底 之 电阻 率 ;r 为 收发 距 , 单 位 为 
km 。 
按 这 种 方法 计算 妃 , 当 / 互 <1.5 时 ,一 般 误 差 不 超 过 10% ,由 于 万 与 pn" 成 正比 ,基底 
电阻 率 的 误差 对 万 的 精度 影响 很 小 。 
2. 极 值 点 法 
极 值 点 法 主要 利用 极 小 点 和 极 大 点 纵横 坐标 与 断面 参数 之 间 的 关系 而 建立 起 来 的 公式 或 
诺 模 图 求 取 断面 参数 ,人 们 就 此 总 结 出 了 一 套 完整 的 解释 po. 曲线 的 方法 .比如 对 H 型 曲线 
(A.A. 考 夫 曼 、G.V. 凯 勒 著 , 王 建 谋 译 ,1987), 有 





V 2ZTtmin 
S == 452 5 2/3 poy’ (6-84) 
Prmn | 
H=4. sx107s| . / (6-85) 
Nt min 


可 以 利用 式 (6-84) 计 算 A 型 曲线 之 S 值 ,用 式 (6-85) 计 算 K 型 \.Q 型 曲线 之 五 值 ,当然 利用 
这 些 公 式 都 是 有 条 件 的 ,不 过 一 般 说 来 误差 小 于 10%。 








3. 计算 机 自动 拟 合法 
正如 前 面 所 指出 的 , 瞬 变 电磁 场 可 以 看 为 几何 因子 G 和 时 间 函 数 x(t) 之 积 , 即 
y(t)=Gr(t) (6-86) 
对 磁 偶 源 的 豚 变 电磁 场 来 说 ,cr (0) 和 2 号 的 几何 因子 分 别 为 304 和 8924 ,而 余下 的 积分 项 


2r: 2TX1r5” 


则 相当 于 er (0 和 一 2 的 时 间 函 数 z(t)。 


显然 几何 因子 C 与 装置 的 大 小 .形式 及 场 源 和 接收 场 的 分 量 之 类 型 等 因素 有 关 .。 不 管 是 
时 间 域 还 是 频率 域 ,G 都 完全 相同 。 而 时 间 函 数 z(i), 它 既是 时 间 的 函数 ,同时 又 是 断面 参数 
的 郴 数 , 即 
y(t)=Grtisd) (i=1,2,.,M) (6-87) 
式 中 M 为 用 于 反 演 的 瞬 变 函数 时 间 之 取 值 数 , 这 里 
A 一 (02 和 yy0o3 hs hi) 
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一 (AN An)T 
式 中 ,NN 为 断面 参数 的 个 数 .将 式 (6-87) 在 初始 模型 A” 处 线性 化 , 则 得 
y=y(4) =G| zt, AX) 十 >)| | io | 
式 中 sj = 1 ,2 ,°° 'N ,将 上 式 整 理 后 得 
Ay 一 PAA4 
其 中 


dr ari az 
AM a AAN 
ry a 
P= Aan dN, GAN 
NM MN, BAxv 


(6-88) 


(6-89) 
(6-90) 


(6-91) 


到 此 为 止 ,完成 了 非 线性 方程 式 (6-87) 的 线性 化 ,余下 的 工作 就 和 其 他 测 深 资料 的 反 演 方 


法 相同 了 ,这 里 不 再 重复 。 


思考 题 与 习题 


1. 拟 合 核 鲨 数 的 反 演 方法 中 ,输入 的 数据 是 什么 ? 反 演 的 结果 参数 是 什么 ? 


2. 绘 出 直接 拟 合 视 电 阻 率 的 反 演 解释 流程 图 。 
3. 简 述 递 推 公式 的 物理 意义 。 


4. 在 什么 情况 下 ,A 型 曲线 可 能 被 误 当 为 G 型 曲线 解释 ?误差 如 何 ? 


第 七 章 ” 地 震 勘 探 中 的 反 演 方法 


地 震 勘 探 是 一 种 重要 的 地 球 物理 勘探 方法 . 它 利 用 地 下 介质 弹性 性 质 的 差异 来 了 解 地 下 
构造 及 岩 性 .地 震 勘 探 的 观测 数据 是 地 震 记 录 .。 当 然 ,我 们 在 反 演 时 可 能 只 利用 地 震 记 录 中 的 
一 部 分 信息 ,如 地 震波 到 达 时 间 、 地 震波 的 振幅 和 频率 等 .相应 的 需要 反 演 的 地 球 模型 参数 是 
与 弹性 性 质 有 关 的 地 下 介质 的 地 震波 速度 、 波 阻抗 或 反射 系数 等 ,地 震 记 录 与 模型 参数 的 关系 
可 以 假设 为 线性 的 ,也 可 以 假设 为 非 线性 的 ,相应 地 就 有 线性 反 演 和 非 线 性 反 演 。 


$7.1 地 震 资 料 反 滤波 处 理 


地 震 资 料 处 理 中 的 反 滤 波 是 由 反射 地 震 记 录 反 演 地 下 界面 反射 系数 的 一 种 重要 反 演 方 
法 。 在 本 系列 教材 有 关 地 震 资 料 处 理 的 部 分 ,从 信和 号 处 理 的 角度 论述 过 此 问题 ,本 节 从 反 演 的 
角度 再 次 讨论 它 . 为 了 弄 清 其 处 理 原理 ,首先 应 当 了 解 反 射 地 震 记 录 的 形成 过 程 。 


7.1.1 大 地 滤波 作用 与 反射 地 震 记 录 的 形成 假设 


由 炸药 爆炸 等 震源 产生 的 一 般 是 一 个 十 分 尖锐 的 脉冲 .此 脉冲 经 反射 界面 反射 后 返回 地 
面 形 成 的 理想 反射 地 震 记 录 应 当 是 如 图 7-1 所 示 的 一 系列 
尖 脉 冲 (反射 系数 序列 )。 其 中 每 一 个 脉冲 代表 一 个 反射 界 ”R(0) 

面 , 其 大 小 等 于 该 界面 的 反射 系数 , 极 性 由 反射 系数 的 正 、 
负 决 定 , 到 达 时 间 与 地 层 厚 度 和 介质 速度 有 关 . 但 是 ,由 于 
介质 的 吸收 以 及 其 他 一 些 作 用 的 结果 使 得 尖 脉 冲 中 的 高 频 
成 分 逐渐 减少 , 变 成 一 个 具有 一 定 延 续 时 间 的 波形 6(z), 通 
常 叫 做 地 震 子 波 ,因此 ,我 们 记录 到 的 反射 地 震 记 录 是 由 这 
许多 大 小 、 极 性 和 到 达 时 间 各 不 相同 的 地 震 反 射 子 波 登 加 图 7-1 反射 系数 时 间 序 列 
的 结果 ,而 不 是 前 述 一 系列 尖 脉 冲 。 用 数学 公式 表示 , 即 反 
射 地 震 记 录 z(i) 是 地 震 子 波 5) 与 反射 系数 序列 RD) 的 袜 积 结果 
r(t)=b(1) :RY) Bl) 
再 加 上 干扰 ,就 形成 了 复杂 的 反射 地 震 记 录 形 式 (图 7-2)， 

从 滤波 的 观点 来 看 ,可 以 将 介质 对 地 震波 的 改造 作用 看 作为 一 种 滤波 , 称 为 大 地 滤波 ,而 
地 才子 波 就 是 大 地 滤波 器 的 脉冲 响应 (图 7-3) .因此 ,实际 反射 地 震 记 录 可 以 看 作为 理想 反射 
地 震 记 录 ( 一 系列 尖 脉 冲 ) 经 过 大 地 滤波 器 作用 后 的 结果 。 

所 谓 反 滤波 也 是 一 个 滤波 过 程 , 只 不 过 这 个 滤波 过 程 的 作用 恰好 与 某 个 其 他 滤波 过 程 的 
作用 相反 而 已 .地 多 资料 反 滤 波 正 是 设计 出 针对 大 地 滤波 作用 的 反 滤 波 器 .将 大 地 滤波 的 作用 
抵消 ,将 反射 地 震 子 波 恢复 为 震源 脉冲 ,从 而 可 以 由 实际 反射 地 震 记 录 恢 复出 理想 反射 地 震 记 
录 . 而 理想 反射 地 震 记 录 正 是 我 们 反 演 欲求 取 的 反射 系数 序列 。 因 此, 地震 资料 反 滤 波 即 设计 
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一 


XUF) 


震源 脉冲 大 地 滤波 器 b(1) 地 震 子 波 
{ | 


图 7-2 反射 地 震 记 录 图 7-3 大 地 滤波 作用 


反 滤 波 因 子 a(?) ,使 

R(t)=a(t)*r(t) (7-2) 

从 反 演 的 观点 看 问题 ,可 以 认为 反射 地 震 记 录 X 是 实测 数据 或 资料 ,反射 系数 序列 尺 是 

地 下 模型 参数 ,由 R 求 多 是 正 演 问 题 , 即 

X=GR (7-3) 
其 中 ,G 表示 正 演算 子 , 在 这 里 表示 子 波 的 裙 积 过 程 .而 由 鲜 求 R 就 是 一 个 反 演 问 题 , 即 

R=G 'X (7-4) 
其 中 ,G” 为 反 演算 子 ,表示 反 滤 波 因子 的 裙 积 过 程 。 


7.1.2 最 小 平方 反 滤波 


1. 基本 原理 

最 小 平方 反 滤 波 是 最 小 平方 滤波 (或 称 维 纳 滤波 、 最 佳 滤波 ) 在 反 滤波 领域 中 的 应 用 。 

最 小 平方 滤波 的 基本 思想 在 于 设计 一 个 最 佳 滤 波 算 子 ,应 用 这 个 滤波 算 子 可 以 把 已 知 的 
输入 信和 号 转换 为 与 给 定 的 期 望 输出 信和 号 在 最 小 平方 误差 的 意义 下 最 佳 地 接近 的 输出 。 即 前 面 
所 论述 过 的 最 小 二 乘 反 演 。 

设 输 入 信号 为 x(t)。 它 与 待 设 计 的 滤波 因子 h(t) 相 裙 积 的 结果 是 实际 输出 y() 王 At)， 
zf)。 由 于 种 种 原因 ,实际 输出 y(z) 不 可 能 完全 与 预先 给 定 的 期 望 输出 y(t) 一 样 ,只 能 要 求 二 
者 最 佳 地 符合 ,判断 是 否 最 佳 符合 的 标准 很 多 ,最 小 平方 误差 准则 就 是 其 中 之 一 , 即 二 者 的 误 
差 平 方 和 为 最 小 就 意味 着 二 者 最 佳 地 符合 。 在 这 个 意义 下 求 出 滤波 因子 h(z) 进 行 滤波 就 是 最 
小 平方 滤波 。 

如 果 输 入 信号 z(t) 是 另 一 滤波 器 的 输出 ,而 预先 给 定 的 期 望 输出 y(i 是 那个 滤波 器 的 输 
入 , 则 按 此 思想 设计 出 的 滤波 因子 h(z) 就 称 为 最 小 平方 反 滤波 因子 ;用 它 进行 的 滤波 就 是 最 
小 平方 反 滤波 。 

2. 基本 方程 

根据 上 述 原 理 可 以 导出 地 震 勘 探 中 最 小 平方 反 滤波 的 基本 方程 .因为 地 震 勘 探 中 “ 反 ” 的 
是 大 地 滤波 器 ;大 地 滤波 器 的 脉冲 响应 是 地 震 子 波 , 它 必 是 物理 可 实现 的 ,将 它 作为 反 滤波 的 
输入 , 则 和 希望 输出 应 是 9 脉冲 .为 了 不 失 一 般 性 ,可 以 先 假 设 希 望 输出 是 罕 脉 冲 . 另 外 , 反 滤 波 
因子 一 般 是 无 限 长 的 ,但 在 计算 机 中 处 理 只 能 取 有 限 项 ,这样 ,就 有 已 知 输入 一 一 地 震 子 波 
b(t) 二 (6(0) ,6(1),6(2),… ,b(n)), 希 望 输出 罕 脉 冲 4(t) 和 待 设计 的 反 滤 波 因 子 
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a(t)=(a(—mo) ra(—mo 二 1) ya( mo )) 


实际 输出 c(7) 为 : 

c(t) = a(t) b(t) = Vacrybe = (7-3) 
实际 输出 与 希望 输出 的 误差 平方 和 为 | gy 

Y= ew — d(t)] = by [ 3 sosc es dr) 上 
要 使 Q 为 最 小 ,数学 上 就 是 求 Q 的 极 值 问题 , 即 求 满足 

3 一 0 (! 一 一 Mo 一 70 十 1 一 Mo 十 72) (7-6) 


的 滤波 因子 ac(z)。 


dQ < 3 0 
Da(L) 和 2 了 a 2 056 = dn) | 





m+m+n 一 1 + 


=2 2 [2 a — Dd) 


一 舌 ， 十 六 一 更 0 十 四 十 由 


一 0 QI) b(t — b(t— (0) 
i 
一 2 >，d()b0t 一/) 一 0 
(( 一 一 loy 一 71o 十 1 一 7o 十 7) (7-7) 
—mot+mtan 一 萝 0 十 m 十 
因为 ”2) b(t 一 7)6(t 一 1) ==Ywll 一 7) 为 地 震 子 波 的 自 相关 函数 ,而 3 dD6(t 一 1) = 
Yull) 为 地 震 子 波 与 期 望 输出 的 互相 关 函 数 , 故 上 式 可 以 写 为 
一 由 0 十 类 
2 ar)7u(L 一 r) = 14!) (7-8) 
({ 二 一 m0 一 mo 十 1 ,一 20 十 7) 
这 是 一 个 方程 组 ,写成 矩阵 形式 为 
yu(0) yuw(]) "Yom) a(—mo) 
Yall) Yi(0)  … Vilm—1) a( 一 mo 十 1) 
Yu(m) Yaulm—1) » 7Yw(0) a(—mo 十 mn) 
Yia(—70) 
yue( 一 mo 十 1) 
到 (7-9) 
zis( 一 ?10 十 zz ) 


式 中 利用 了 自 相 关 函 数 的 对 称 性 .在 这 个 方程 组 中 ， 系数 矩阵 为 一 种 特殊 的 正定 矩阵 ( 托 布 里 
兹 和 矩阵 )。 它 不 但 以 主 对 角 线 为 对 称 ,也 以 次 对 角 线 为 对 称 ,而 且 主 对 角 线 及 与 主 对 角 线 平行 的 
直线 上 的 元 素 均 相同 。 
方程 组 (7-8) 或 (7-9) 就 称 为 最 小 平方 反 滤波 的 基本 方程 ,可 以 用 专门 的 递 推 解法 求解 。 
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从 希望 输 出 是 9 脉冲 , 则 互相 关 为 


mtm+n 


Yul)= 2 Hb — 1)= 6(—)) (7-10) 
基本 方程 变 为 

7Yw(0) Yl1) oo Yulmm) | a(—7o) 

yw(1) Yi (0) "YlmO—1) a( 一 mo 十 1) 

Yi mn) 7Yw lmO—1) 7w(0) Q{( 一 710 十 772) 
bmo) 
bl(mo—1) 

三 (7-11) 
blmo—nm) 


由 基本 方程 可 以 看 出 ,只 要 事先 知道 大 地 滤波 器 的 脉冲 响应 一 一 地 震 子 波 , 求 出 其 折 相 关 

旺 数 ,就 可 以 代入 基本 方程 求解 得 到 反 滤 波 因 子 adz) ' 用 它 与 实际 反射 地 震 记 录 裙 积 可 得 
a(t) Zr) 一 ai) Bb) RGRU) (7-12) 

即 反 滤 波 结 果 为 理想 反射 地 震 记 录 ( 反 射 系数 序列 )。 

3. 子 波 未 知情 况 下 的 基本 方程 

实际 上 ,大 地 滤波 是 十 分 复杂 的 , 它 的 脉冲 响应 即 地 震 子 波 往往 事先 并 不 知道 ， 因此 无 法 
直接 用 上 述 基本 方程 求解 反 滤波 因子 .这 时 需要 加 上 一 定 的 约束 条 件 或 称 假设 才能 得 到 实用 
形式 的 基本 方程 .这 样 的 假设 有 二 , 即 


(1) 假 设 反 射 系数 序列 R(z) 是 随机 的 白 噪声 序列 ,其 自 相关 为 


et 人 (7-13) 
-一 一 |  ) 一 i 
RR\T 0 其 他 


(2) 假 设 地 震 子 波 是 最 小 相位 的 。 
根据 假设 (1) ,地 震 子 波 的 自 相关 7Yw(r) 可 以 用 反射 地 震 记 录 的 自 相 关 7Y,.,(r) 代 赫 , 因 为 


yc-(r) = DTD)rt + 7) 


Sf Hod)RG 一 DJ Bo)RG +r—&)] 
7 A=0 4 一 0 

一 D600) Db) 和 Rd 一 4)RG 十 rz 一 上 ) 
Am0 站 一 0 1 

= De) Deh) Yar + 4—h) 
A=0 k=0 


= D6(4) D6k)Or + A—&) 


一 SBC 十 24) 
= YT) (7-14) 
根据 假设 (2) 可 知 地 震 子 波 5(1) 的 z 变换 B(x) 的 零点 全 部 在 单位 圆 外 , 即 反 滤波 因子 
“?(0) 的 = 变换 A() 一 cz5 的 分 母 多 项 式 的 零点 全 在 单位 贺 外 .因此 att) 是 稳定 的 .物理 可 裤 


现 的 , 即 :二 0 时 的 a(t) 值 为 零 , 不 用 求 取 ; 故 基本 方程 (7-11) 中 的 mo 一 0。 又 因 00) 也 是 物理 可 
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实现 的 , 故 自 由 项 中 除了 第 一 个 值 外 其 他 都 为 零 。 
今 a' (t)=a(t)/b(0) (7-15) 

则 基本 方程 变 为 

Tt0y ly Yn) | 1 


a 3 0 | tk = 1 0 | 
0 0 . a i (7-16) 








[ym) Yim—1) 7..(0) La (m) 0 
此 基本 方程 的 系数 矩阵 可 由 反射 地 震 记 录 求 得 , 解 出 的 反 滤 波 因 子 a'(1) 仅 与 a(z) 相 差 常 数 
6(0) 倍 。 
4. 解 基本 方程 的 预 白 品 化 问题 
直接 求解 上 述 基本 方程 ,效果 往往 不 好 ,算出 的 反 滤波 因子 收敛 很 慢 , 头 尾 振 荡 激 烈 , 究 其 
原因 ,是 因为 地 震 子 波 的 谱 有 零 值 或 接近 零 的 值 。 
据 式 (7-1) 和 和 式 (7-2), 应 当 有 


| 
A(w)= to) (7-17) 


车 存在 着 使 8(w) 为 零 或 接近 于 零 的 值 , 则 A(w) 必 然 不 稳定 ,解决 的 办 法 是 把 一 个 小 的 白 噪 加 
入 到 输入 道 的 频谱 中 ,相当 于 在 时 间 域 中 给 输入 道 的 零 延迟 自 相 关 值 加 上 一 个 小 振幅 的 尖 脉 
冲 , 即 用 (1 十 4) 乘 零 延迟 自 相关 值 7,,(0) 代 替 y:,.(0), 放 在 托 布 里 效 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 ,这 就 
称 为 预 己 品 化 .一般 是 很 小 的 一 个 正 数 ,叫做 白 噪 系数 ,可 以 根据 记录 中 的 噪声 水 平 人 为 地 
调节 它 。 

白 品 化 后 反 滤 波 的 结果 会 在 尖 脉 冲 ( 极 大 压缩 了 的 地 震 子 波 ) 后 面 跟 上 一 个 小 的 摆动 .小 
摆动 的 出 现 降低 了 反 滤 波 结果 的 分 辩 率 。 因 此 ,使 反 滤 波 因子 稳定 .收敛 加 快 是 以 牺牲 分 辩 率 
为 代价 的 .取得 越 大 ,牺牲 越 多 。 

由 上 述 讨论 可 以 看 出 ,最 小 平方 反 滤 波 实质 上 就 是 线性 反 演 中 的 最 小 二 乘 反 演 , 而 预 白 品 
化 相当 于 线性 反 演 中 的 阻尼 最 小 二 乘 反 演 ( 即 马 奎 特 法 )。 因 为 这 里 假设 了 反射 地 震 记 录 的 形 
成 是 反射 系数 序列 与 大 地 滤波 器 的 脉冲 响应 一 一 地 震 子 波 的 裙 积 结果 , 裙 积 是 一 个 线性 的 正 
演 过 程 ;因此 ,使 用 线性 反 演 方法 进行 工作 ,由 反射 地 震 记 录 得 到 地 球 模型 参数 一 一 反射 系数 
序列 ,当然 ,由 于 实际 问题 的 复杂 性 ,反射 地 震 子 波 一 般 难 以 知道 ,而 未 知 子 波 情况 下 的 两 个 假 
设 又 不 一 定 在 实际 中 得 到 满足 , 故 最 小 二 乘 反 演 的 结果 可 能 不 是 反射 系数 序列 ,而 只 是 它 的 革 
种 近似 ,或 者 说 是 它 的 某 种 平均 ,平均 所 使 用 的 函数 是 处 理 后 的 反射 地 震 子 波 。 如 果 一 切 理想 ， 
反射 地 震 子 波 应 变 为 6 脉冲 ,此 时 不 存在 平均 问题 ,一 般 情况 下 ,反射 地 震 子 波 不 能 变 为 6 肪 
冲 , 而 会 变 为 一 个 延续 时 间 较 短 的 罕 脉 冲 。 反 演 结 果 为 以 这 种 压缩 的 反射 地 震 子 波 为 函数 的 加 
权 平 均值 ,也 就 是 说 ,一 般 情 况 下 ,地 震 资 料 反 滤波 不 能 完全 反 演 出 反射 系数 序列 ,但 能 压缩 地 
震 子 波 , 提 高 地 震 资 料 分 辨 率 。 


7.1.3 最 小 业 ( 最 大 方差 模 ) 反 滤波 及 其 他 反 滤 波 方法 


地 震 资 料 处 理 中 ,由 反射 地 震 记 录 反 演 地 下 反射 系数 序列 是 一 项 十 分 重要 的 任务 .因此 ， 
除了 应 用 最 为 广泛 的 最 小 平方 反 滤波 之 外 ,还 发 展 了 多 种 其 他 反 滤波 方法 。 最 小 炉 反 滤波 就 是 
其 中 之 一 。 

最 小 粹 (或 称 最 大 方差 模 ) 反 滤波 无 须知 道 反射 地 震 子 波 , 也 不 需要 有 反射 地 震 子 波 为 最 
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小 相位 、 反 射 系数 序列 为 白 噪 这 两 个 假设 . 它 的 任务 也 是 由 反射 地 震 记 录 反 演出 反射 系数 序 
列 。 由 反 演 理论 知道 ,地 球 物理 反 演 是 多 解 的 ,显然 ,没有 任何 假设 的 反 演 是 无 法 得 到 唯一 解 
的 ,只 有 在 某 种 意义 下 才能 求 出 所 谓 的 唯一 解 。 如 最 小 平方 反 滤波 是 在 最 小 平方 误差 意义 下 的 
唯一 解 ,最 小 炉 反 滤 波 所 求 的 是 在 “ 粹 ”最 小 意义 下 的 唯一 解 , 它 假设 地 下 反射 系数 序列 由 稀少 
的 尖 脉 冲 组 成 即 可 。 因 为 其 基本 思想 在 于 寻找 一 个 反 滤 波 因子 ,要求 反射 地 震 记 录 与 此 因子 裙 
积 后 的 输出 仅 由 几 个 符号 和 位 置 均 未 知 的 大 的 尖 脉 冲 所 组 成 .这 样 的 处 理 使 信号 的 炉 达 到 最 
小 ,因此 叫做 最 小 炉 反 滤波 。 
所 谓 “ 粹 ”这 一 名 词 是 从 热力 学 中 借用 过 来 的 ,在 热力 学 中 , 粹 表示 热学 状态 自发 实现 可 能 
性 的 程度 ,或 日 分 子 运动 混乱 的 程度 .用 于 信息 论 中 , 它 表示 系统 内 信息 的 不 确定 性 和 不 可 预 
测 性 。 炉 最 小 表示 信号 秩序 最 好 ,规则 性 最 强 , 不 确定 性 最 小 ,最 简单 。 
作为 对 输出 道 w 简单 程度 的 度量 ,可 利用 一 个 称 为 归 一 化 方差 模 的 量 
DY 
V, = — (7-18) 
(2 
V, 的 值 在 0 和 1 之 间 。V, 值 越 大 , 则 y, 的 形状 越 简单 .当然 ,最 简单 的 形状 是 一 个 尖 脉冲 ,此 时 
Y，, 一 1。 使 w, 为 最 大 就 表示 使 输出 最 简单 , 故 最 小 炉 反 滤波 又 称 为 最 大 方差 模 反 滤波 。 
设 反 滤波 因子 A 与 地 震 记 录 裙 积 的 输出 为 mw, 要 选择 Au 使 V, 达到 最 大 , 即 要 求 











9 Vy , 
3 Ey 一 0 (]=0,1,2,°. ,7) (7-19) 
N 2 ~ 
# WV 214y 3 | 2 2 和 了 
ah R | "ah 
(PD) D2) 一 
n=l 本 
(j=0,1,2," ,7m) (7-20) 
M 
因为 Ye = hrs (7-21) 
dy, 
故 和 一 (7-22) 
N M 
2 YT 一 SF 4) z= 2) | | 
au A=0 ge 
一 pre 一 力 (7-23) 
将 式 (7-22) 和 式 (7- 23) 代 人 到 式 (7- 20) 中 得 
> Zn 一) 一 | > }{ Sir -= Dp (7-24) 
N 
( Dy) 
今 RI) = C—O 5 > 
Dy 
和 LE 
则 得 > hire(k ee 7) 一 Ri yen (7 = 0,1,2,"* ,7m) (7-26) 
=0 


写成 矩阵 形式 为 
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= 


rr(0) 1 “. rz (Im ) ho | [R:,(0) | 
rk].) rrz(0) a rer(m— 1) hi | 


(7-27) 








rem) rom—l1) 0) | lh) [RS, Cm) 

系数 矩阵 又 是 一 个 托 布 里 效 矩 阵 . 因 为 自由 项 Ri,(7) 与 输出 ww 有 关 , 即 与 所 要 求 取 的 因 了 于 上 h， 
有 关 ,故此 方程 是 一 个 高 次 非 线性 方程 ,不 能 直接 求解 ,必须 用 友人 代 法 求解 。 

只 要 地 下 反射 层 的 间隔 较 大 生 不 相等 ,地 铸 子 波形 状 不 变 , 用 最 小 粹 反 滤 波 就 可 得 到 较 好 
的 结果 。 

除了 最 小 箭 反 滤 波 之 外 ,还 有 许多 其 他 反 滤 波 方法 ,它们 均 是 在 一 定 假设 下 能 由 反射 地 震 
记录 得 到 反射 系数 序列 的 方法 。 例 如 同 态 反 滤波 。 它 不 需要 地 震 子 波 为 最 小 相位 .反射 系数 序 
列 为 白 品 这 两 个 假设 ;也 不 需要 地 下 反射 层 间 隔 较 大 且 不 相等 ( 即 反 射 系数 序列 由 稀 朴 的 尖 脉 
冲 组 成 ) 等 假设 。 它 主要 通过 求 地 震 记 录 的 对 数 谱 和 对 数 谱 序列 ,将 时 间 域 中 地 震 子 波 与 反射 
系数 序列 的 裙 积 关系 和 频率 域 中 的 乘积 关系 变 为 简单 的 相 加 关系 ,从 而 分 离 地 震 子 波 和 反射 
系数 序列 ,达到 反 滤波 的 目的 ,因此 ,这 种 方法 又 可 以 叫做 对 数 分 解法 。 

式 (7-1) 表 示 地 震 记 录 x(t) 由 地 震 子 波 5(t) 与 反射 系数 序列 R(7) 初 积 而 成 ,在 频率 域 中 ， 
这 种 关系 就 是 乘积 , 即 


T(wW)=B(w)R(w) (7-28) 
对 此 式 两 边 取 对 数 可 得 相 加 关系 
lInzr(w)=1lnB(w)+lnR(w) (7-29) 


式 中 ,lnz(w)、InB(o) 和 1lnR(Co) 分 别称 为 反射 地 震 记 录 x(t)、 地 震 子 波 5(t) 和 反射 系数 序列 
R(t) 的 对 数 谱 , 用 z(w)、 BCw) 和 民 (w) 表 示 。 因 此 , 式 (7-29) 可 写 为 


rT(w)=B(w)++R(w) (7-30) 
因为 它们 都 是 频率 w 的 函数 ,可 以 用 傅立叶 反 变 换 从 频率 域 转 到 时 间 域 , 即 
Zi) 一 DG) 十 慌 (t) 9 


式 中 ,T(t) b(t) 和 RG) 分 别称 为 T(t) .b(t) 和 R() 的 对 数 谱 序 列 。 由 此 式 可 知 ,地 震 记 录 的 对 
数 谱 序 列 是 地 震 子 波 的 对 数 谱 序列 与 反射 系数 序列 的 对 数 谱 序 列 之 和 。 只 要 65(1) 与 R(t) 在 时 
间 轴 上 是 分 开 的 ( 即 分 布 在 不 同 的 位 置 ), 就 能 用 简单 的 方法 把 它们 分 离 ,再 用 上 述 过 程 的 逆 过 
程 分 别 求 出 反射 系数 序列 和 地 震 子 波 序列 。 

由 于 对 数 运 算是 一 种 非 线性 运算 ,所 以 同 态 反 滤波 是 一 种 非 线性 滤波 。 

地 震 资 料 处 理 中 还 有 最 大 粹 反 滤波 、 最 大 似 然 反 滤 波 等 许多 反 滤 波 方法 .它们 都 是 在 不 同 
假设 不 同意 义 ( 或 日 不 同 标 准 、 不 同 目 标 泣 数 ) 下 进行 的 反 演 方法 ,都 各 有 其 优 缺 点 。 


37.2 波 阻 抗 反 演 


波 阻 抗 是 一 个 与 地 层 速度 和 密度 综合 特性 有 关 的 复合 参数 ,是 与 地 层 岩 性 密切 相关 的 一 
个 参数 , 波 阻抗 反 演 是 地 震 岩 性 反 演 中 的 一 种 。 
波 阻 抗 反 演 分 为 窄带 反 演 和 宽带 分 演 两 大 类 ,前 一 类 是 早期 的 传统 方法 ,这 些 方法 直接 由 
地 震 记录 反 演 波 阻 抗 。 它 首先 利用 前 述 反 滤波 方法 得 到 反射 系数 序列 ,然后 再 计算 波 阻抗 。 
为 地 震 记 录 是 带 通 有 限 的 ( 即 窄带 的 ) , 波 阻 抗 反 演 结果 受 地 震 记录 频带 宽度 的 限制 , 故 这 些 反 
演 方法 称 为 窄带 反 演 。 最 近 若 干 年 发 展 起 来 了 以 模型 为 基础 的 波 阻抗 反 演 方法 .因为 模型 的 设 
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定 可 以 是 无 限 带宽 的 ,不 受 地 震 记 录 频 带宽 度 的 限制 ;地 震 记 录 的 作用 在 于 让 模型 的 正 演 理论 
记录 与 之 拟 合 , 故 这 类 反 演 方法 称 为 宽带 反 演 .以 模型 为 基础 的 反 演 会 带 来 多 解 性 , 即 不 同 模 
型 的 正 演 理论 记录 均 与 实际 地 震 记 录 可 以 拟 合 得 很 好 ,为 了 消除 多 解 性 ,必须 使 用 各 种 约束 ， 
因此 一 般 宽带 反 演 均 为 宽带 约束 反 演 。 

实际 工作 中 的 波 阻 抗 反 演 分 为 有 并 和 无 井 两 大 类 。 一 般 来 讲 , 如 果 测 线 上 有 并 ,并 进行 了 
声 测 井 , 还 有 地 质 资 料 , 在 井 旁 用 各 种 方法 建立 起 井 旁 地 震 道 与 声 测 曲 线 的 关系 ,然后 外 推 到 
远离 井 的 地 方 , 其 精度 肯定 要 高 一 些 . 这 样 求 出 的 波 阻 抗 剖 面相 当 于 在 每 个 地 震 道 的 位 置 处 钻 
了 一 口 井 并 进行 了 声 测 井 工作 . 它 可 以 在 岩 性 解释 、 储 层 预测 等 精细 工作 中 使 用 .无 井 波 阻抗 
反 演 的 精度 和 可 信 度 均 较 低 , 只 能 作为 解释 工作 中 的 参考 。 


7.2.1 窄带 波 阻抗 反 演 


窄带 波 阻抗 反 演 包括 最 小 平方 反 滤波 、 波 阻抗 计算 及 实际 波 阻 抗 剖 面 获得 了 几 个 步骤 ,如 
果 测 线 上 有 并 资料 , 则 可 以 先 用 井 资料 和 井 旁 道 求 取 地 震 子 波 或 其 逆 , 进 而 用 地 震 子 波 或 其 道 
对 地 震 记 录 作 反 滤 波 得 到 反射 系数 序列 。 若 无 井 , 最 小 平方 反 滤 波 则 只 能 在 前 述 两 个 假设 的 基 
础 上 进行 。 因 为 这 两 个 假设 与 实际 情况 不 一 定 相符 ,结果 的 精度 当然 就 不 如 有 并 的 情况 。 

因为 前 面 已 经 讨论 了 最 小 平方 反 滤波 问题 ,这 里 只 讨论 波 阻抗 计算 及 实际 波 阻 抗 剖 面 的 
获得 等 问题 。 

1. 波 阻 抗 计算 

一 般 常 用 的 波 阻 抗 计算 方法 有 两 种 :反射 函数 积分 法 和 波 阻 抗 递 推 法 。 

(1) 反 射 哨 数 积分 法 

设 1: 二 4 时 刻 的 波 阻 抗 为 Ze 地 从 昌 玖 约 渡 阻抗 为 Z(ts 十 61), 则 与 it, 层 相当 的 界 
面 反射 系数 R(z,) 按 定义 可 写 为 “pps.35001.COM 
Z(t,+601)—2(,) 


R(t,)=R() li = Fe HO) TZ (7-32) 
设 Z(t TZ ) HZ (7-33) 
Z(t,)+62—2(1,) 62 
则 有 RU Zr ) TOFTZ0,) 320.) +6 (7-34) 
因为 62 与 2Z(z,) 相 比 足 够 小 ,所 以 在 略 去 下 标的 情况 下 ,可 把 反射 系数 写成 
ROG)= 02 1 $0n20)) (7-35) 


2202) 2 
但 是 ,这 样 表示 的 反射 系数 还 与 时 间 增 量 5: 有 关 . 由 式 (7-33), 当 51 一 0 时 562 一 0, 因 此 RD 一 
0。 这 样 ,在 81 一 0 的 情况 下 ,如 仍 以 式 (7-35) 的 形式 定义 的 反射 系数 作为 描述 岩 性 的 物理 量 ,将 


因 失 去 物理 意义 而 显得 不 适当 ,为 避免 这 一 困难 ,重新 定义 一 个 新 的 函数 
不 难看 出 ,r (1) 实 际 上 是 反射 系数 Rb 在 8: 一 0 时 的 极限 , 亦 即 波 阻 抗 Z(1) 的 自然 对 数 对 时 间 
的 导数 ,由 于 xr(z) 是 个 与 反射 系数 有 关 的 函数 , 故 称 之 为 反射 函数 ,如果 波 阻 抗 2(1) 是 1 的 连 
续 孙 数 , 则 反射 函数 (zt) 也 将 是 1 的 连续 函数 ,因此 ,反射 函数 r(r) 不 仅 适用 于 密度 与 速度 作 
离散 变化 时 的 情况 ,而 且 也 适用 于 密度 与 速度 连续 变化 的 连续 介质 情况 .这 就 是 它 与 反射 系数 
最 视 本 的 不 同 之 处 。 


对 反射 函数 在 时 间 范 围 i 一: 内 进行 积分 ,有 
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Z{f) d 2{0) Z(t) 
本 qd ee S| 
jira 外 和 nzcod = In2 | = In FZ0 (7-37) 


写成 指数 形式 , 则 任 一 时 刻 t 的 波 阻抗 
Zd) = ZC)exp| r(t)d; (7-38) 


式 中 Z(to) 为 时 刻 to 时 的 波 阻抗 。 

显然 ,在 已 知 波 阻抗 初 值 Z(t。) 的 情况 下 ,只 要 rr(t) 已 知 , 就 可 求 出 任 一 时 刻 的 波 阻 抗 ,这 
里 问题 的 关键 在 于 如 何 获得 关于 反射 函数 的 信息 ， 

反射 阻 数 x(t) 的 绝对 大 小 是 难以 知道 的 .然而 时 间 剖 面 记 录 道 经 最 小 平方 反 滤 波 处 理 后 ， 
可 看 作 是 压缩 得 很 短 的 零 相 位 脉冲 5(z) 与 反射 消 数 的 裙 积 。 如 果 脉 冲 5(t) 的 延续 宽度 足够 小 ， 
则 经 该 项 处 理 后 的 记录 道 ;(1) 将 与 反射 系数 7(t) 近 似 地 成 比例 

s(t)=b(t) *r(t)kr(t) (7-39) 

其 中 & 为 某 种 比例 系数 。 因 此 ,用 上 述 经 过 特殊 处 理 的 记录 道 SC) 可 以 近似 地 代替 (1), 称 之 
为 近似 反射 函数 .用 它 代 人 式 (7-38) 计 算 就 得 到 所 谓 的 近似 波 阻 抗 














-A ZCwexp| s(t)dt (7-40) 
(2) 波 阻抗 递 推 法 
为 简化 讨论 , 令 时 刻 的 波 阻抗 为 Z,,t, 十 6t 时 刻 的 波 阻 抗 为 Z,+41, 则 第 n 界面 的 反射 系 

数 
Zrt1i— Za 

人 i 

对 上 式 进 行 简单 的 运算 、 整 理 , 可 得 
1 十 RR, 1 二 + R,-! 1 二 +R. i 
dakl ™ Zs 1—R. = Zl * Te 。 Tok 一 2Zo[ 1—R. (7-42) 


这 就 是 用 反射 系数 Ro\Ri、* sd 递 推 计算 波 阻抗 Zn+! 的 基本 关系 式 。 
同 理 , 者 用 经 过 特殊 处 理 的 时 间 剂 面 记录 道 5S, 代替 反射 系数 R,, 则 上 式 可 写成 


2 (7-43) 
i=0 





Lr 

式 中 Zo 为 波 阻 抗 始 值 ,s 为 与 反射 系数 近似 成 比例 的 近似 反射 系数 。 

显然 ,如 果 用 其 他 方法 (例如 由 测 井 资料 解释 ) 知 道 了 波 阻抗 始 值 Z., 则 可 用 上 式 依 次 递 
推 计算 出 任 一 时 刻 的 波 阻 抗 值 。 

不 难 证 明 , 递 推 法 与 积分 法 是 完全 等 价 的 。 

2. 实际 波 阻抗 剖面 获得 

窄带 波 阻抗 剖面 反 演 中 ,为 了 获得 实际 波 阻 抗 剖面 ,还 要 做 一 些 辅助 工作 ,主要 为 振幅 标 
定 、 高 通 滤波 和 低频 补偿 。 

(1) 振 幅 标 定 

由 以 上 讨论 可 知 ,无 论 是 用 积分 法 还 是 递 推 法 计算 波 阻 抗 , 在 公式 中 都 有 一 个 用 经 过 特殊 
处 理 的 时 间 剖 面 记 录 道 s(G) 代 替 反 射 函数 ~(i) 或 反射 系数 R; 的 问题 .但 是 ,s() 的 绝对 值 既 可 
能 小 于 1, 也 可 能 等 于 1 或 大 于 1。 当 s(t) 的 绝对 值 等 于 1 或 大 于 1 时 ,就 会 使 1 一 5“ 委 0 或 1 二 ws 到 0， 
则 由 式 (7-43) 算 出 的 波 阻抗 就 可 能 等 于 无 穷 大 或 者 等 于 负 值 而 失去 意义 。 同 时 ,也 使 得 积分 法 
与 递 推 法 的 等 价 关 系 不 复 存 在 了 .为 避免 这 些 没 有 物理 意义 的 现象 出 现 , 必 须 对 近似 反射 系数 
曲线 s(z) 进 行规 范 化 处 理 , 使 ;() 的 绝对 值 小 于 1, 这 就 是 所 谓 的 振幅 标定 问题 。 
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标定 的 方法 首先 是 根据 密度 测 井 和 速度 测 井 资料 计算 井中 反射 系数 曲线 R(1) ,然后 再 将 
经 过 特殊 处 理 的 井 旁 时 间 前 面 记录 道 ;(1) 与 之 相 比 ,选取 有 特征 意义 的 层 位 的 反射 系数 值 R 
与 井 旁 剖面 记录 道上 相应 层 位 的 振幅 s;, 取 二 者 比值 的 绝对 值 。 


D= (7-44) 


作为 标定 系数 。 然 后 用 标定 系数 与 经 过 特殊 处 理 的 非 井 旁 时 间 齐 面 道 Y(:) 相 乘 , 则 得 到 经 
过 振幅 标定 的 近似 反射 系数 。 如 果 还 要 考虑 标定 系数 沿 横向 或 纵向 可 能 有 的 变化 ,就 应 在 剖面 
范围 内 选取 几 个 已 有 测 井 资料 的 井 作为 控制 点 ,分 别 计算 标定 系数 以 控制 横向 变化 ;或 者 在 控 
制 点 上 各 取 几 个 具有 特征 意义 的 不 同 层 位 ,分 别 计算 标定 系数 以 控制 纵向 变化 。 

(2) 高 通 滤 波及 低频 补偿 

地 震波 在 其 传播 过 程 中 ,由 于 地 层 的 滤波 作用 和 检 波 器 特性 以 及 记录 系统 低 截 频 滤波 作 
用 等 的 影响 ,其 中 所 含 低频 信息 业已 损失 ,原始 地 震 记 录 道 中 已 不 存在 低 于 8Hz 的 低频 成 分 。 
但 是 ,用 积分 法 或 递 推 法 计算 出 来 的 近似 波 阻 抗 曲线 中 却 包 含有 低 于 8Hz 的 成 分 ,显然 ,这 不 
是 有 用 的 信息 成 分 ,应 当 属于 干扰 .积分 法 和 本 质 与 之 相同 的 递 推 法 运算 均 属于 积分 滤波 性 
质 。 众 所 周知 ,积分 滤波 具有 放大 低频 干扰 的 作用 ,所 以 用 这 些 方法 算出 的 曲线 上 有 大 量 低频 
于 扰 成 分 ,应 当 运 用 高 通 滤 波 手段 将 8Hz 以 下 的 低频 干扰 滤 掉 ,只 保留 其 剩余 的 高 频 相 对 变化 
部 分 。 经 过 这 样 高 通 滤波 后 的 曲线 就 称 为 剩余 波 阻抗 曲线 或 相对 波 阻 抗 曲线 。 由 这 些 曲线 组 成 
的 剂 面 就 称 为 剩余 波 阻抗 剖面 或 相对 波 阻 抗 剖面。 

剩余 波 阻 抗 剖 面 只 能 反映 波 阻抗 高 频 相 对 变化 ,不 能 反映 波 阻 抗 真实 大 小 。 为 获得 波 阻抗 
真实 情况 ,必须 在 剩余 波 阻 抗 基 础 上 再 加 上 合理 的 低频 成 分 。 

低频 成 分 不 可 能 由 记录 道上 得 到 ,只 能 从 外 界 取得 .其 提取 方法 有 二 :一 是 在 有 并 情况 下 ， 
可 以 通过 对 由 声波 测 井 资料 得 到 的 波 阻 抗 曲线 进行 低 通 滤波 , 仅 保留 其 低 于 8Hz 的 成 分 得 到 
另 一 种 是 在 没有 井 的 情况 下 ,可 以 通过 对 由 速度 谱 经 分 析 平滑 得 到 的 层 速度 曲线 ,进行 低 通 滤 
波 而 得 到 。 

把 所 得 到 的 低频 成 分 加 到 剩余 波 阻 抗 曲 线 上 ,就 得 到 了 总 波 阻抗 曲线 ,它们 所 组 成 的 剖面 
就 称 为 总 波 阻抗 剖面 。 


7.2.2 宽带 波 阻抗 反 演 


前 述 方法 是 由 地 震 记 录 直 接 求 出 地 下 反射 率 信息 ,然后 用 积分 法 或 递 推 法 由 反射 率 信息 
求 出 波 阻 抗 与 深度 的 关系 .这 种 方法 的 结果 受 噪声 、 振 幅 焦 复 不 完全 等 因素 的 影响 ,特别 是 由 
于 地 震 记 录 本 身 固 有 的 带 限 性 质 , 所 反 演 出 来 的 波 阻抗 不 可 能 有 很 宽 的 频带 , 即 不 可 能 有 很 高 
的 分 辩 率 ,为 了 解决 这 一 问题 ,近年 来 许多 公司 均 发 展 了 以 模型 为 基础 的 反 演 方法 ,或 称 为 模 
型 法 。 其 思想 是 首先 构 组 一 地 质 模 型 ( 即 波 阻抗 估计 值 模型 ), 对 此 模型 进行 正 演 计算 , 将 正 演 
计算 出 来 的 理论 模型 记录 道 与 实际 地 震 记录 道 比 较 , 然 后 利用 比较 的 结果 ,迭代 地 更 新 波 阻抗 
模型 ,直至 其 与 实际 地 震 记录 吻合 为 止 。 这 种 方法 避免 了 直接 对 反射 地 震 记 录 进 行 反 演 , 构 组 
和 修改 出 的 波 阻抗 模型 不 受 实际 地 震 记录 频带 的 限制 , 反 演 的 结果 波 阻 抗 可 以 有 很 宽 的 频带 
( 即 有 较 高 的 分 辩 率 ), 故 称 之 为 宽带 波 阻抗 反 演 .当然 , 随 之 而 来 的 是 多 解 性 。 很 可 能 一 个 与 地 
多 记录 吻合 得 很 好 的 波 阻 抗 模型 却 是 个 错误 的 模型 .为 此 ,必须 要 加 入 约束 ,大 量 约束 的 加 入 ， 
特别 是 测 井 资料 和 地 质 资 料 方面 约束 的 加 入 可 以 使 多 解 性 降低 到 最 低 的 限度 .因为 这 种 方法 
可 以 得 到 不 受 实际 地 震 记 录 带 宽 限制 的 波 阻抗 反 演 结果 , 故 称 之 为 宽带 波 阻 抗 反 演 ;又 因 这 种 
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反 演 总 要 加 入 各 种 约束 , 故 称 之 为 宽带 约束 波 阻抗 反 演 。 下 面 以 美国 HGS 公司 的 宽带 约束 反 
演 (BCI) (Broadband Constrained Inversion ) 为 例 对 之 进行 介绍 。 
美国 HGS 公司 的 BCI 的 目的 是 结合 地 震 . 地 质 和 测 井 资料 求 取 优化 的 宽带 波 阻 抗 模型 。 
它 所 用 的 方法 属 广义 线性 反 演 性 质 。 
设 M= (my ,ms)" 是 上 个 模型 参数 一 一 波 阻抗 组 成 的 向 量 ,D=(d),d;,…,d,)" 是 
n 个 观测 数据 地 震 记 录 采 样 值 的 向 量 . 根 据 波 阻抗 与 地 震 记 录 之 间 的 关系 可 以 正 演 计算 
出 理论 地 震 记 录 为 dit 王 下 (mi 一 1,2,… ,首先 假设 一 个 初始 模型 WM ,根据 此 
初始 模型 可 以 正 演 计算 出 其 理论 地 震 记 录 F(M,), 将 它 与 实际 地 震 记 录 相 比 , 若 二 者 不 符 则 
修改 初始 模型 ,迭代 地 修改 .更 新 ,最 终 收 伍 到 欲求 的 解 .迭代 修改 首先 需 解 方程 
AD=GAM (7-45) 
式 中 ,AD 为 实际 地 震 记 录 与 理论 正 演 地 震 记 录 之 间 的 差 向 量 ;AM 为 引起 地 震 记 录 这 一 变化 
的 波 阻 抗 参数 变化 向 量 ;G 为 n 行列 的 偏 导 数 和 矩阵 ,或 称 之 灵敏 度 矩 阵 , 方 程 (7-45) 的 解 为 
AM=G™'AD (7-46) 
式 中 G7 为 G 的 道 和 矩阵 。 
因为 通常 观测 数据 (记录 采样 ) 值 比 波 阻抗 参数 的 数目 多 , 即 mn 二 k, 方 程 是 超 定 的 ,其 最 小 
二 乘 解 为 





AM 一 (CI0)-1GOIAD (7-47) 
其 阻尼 最 小 二 乘 解 ( 即 马 奎 特 解 ) 为 
AM= (G'G+e1) GAD (7-48) 
考虑 到 模型 参数 和 噪声 的 随机 性 , 解 式 (7-48) 中 的 算 子 
H/= (GG+el) GT (7-49) 
称 为 随机 逆 。 式 (7-48) 成 为 
AM 一 万 /AD (7-50) 


若 M 中 的 各 元 素 m; 为 随机 数 , 则 M 的 协 方 差 矩阵 为 
Co 一 027 (7-51) 
式 中 on 为 波 阻 抗 参数 的 方差 ,地震 记录 道中 总 会 有 随机 噪声 ,随机 噪声 的 协 方差 矩 阵 为 


C= (7-52) 
式 中 o 为 品 声 方差 .可 以 证 明 ,随机 逆 (7-49) 中 的 常数 为 

Ee=A=0 /0 =C,Cs) (7-53) 
式 中 4 为 拉 格 度 日 乘 子 .将 式 (7-53) 代 入 式 (7-48) 中 ,得 到 

AM=(G'G+C,Ca'1) -GTAD (7-54) 
而 hf 一 MI 十 AM 和 (7-55 ) 


由 式 (7-54) 可 以 看 到 , 波 阻抗 参数 的 修改 是 由 理论 地 震 记 录 与 实际 地 震 记 录 之 差 计算 出 
来 的 ,但 是 由 C. 和 Co 加 以 约束 的 ,这 与 式 (7-47) 不 考虑 噪声 的 影响 是 不 同 的 。 

宽带 约束 反 演 由 初始 模型 出 发 , 据 理 论 记录 和 实际 记录 的 差 修改 模型 ,反复 迭代 得 到 最 终 
反 演 结果 。 


97.3 地 震波 速度 反 演 


速度 反 演 是 指 近年 发 展 出 来 的 大 量 由 地 震 记 录 直 接 提取 速度 参数 的 各 种 先进 方法 ,种 类 
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很 多 ,有 些 是 在 其 他 领域 中 获得 巨大 成 功 的 方法 (例如 医学 中 的 CT 技术 ) 的 引用 。 这 里 只 能 简 
单 地 介绍 部 分 方法 .包括 只 利用 地 震 记 录 中 时 间 信 息 的 基于 射线 (几何 地 震 学 ) 的 矩阵 求 逆 法 
和 代数 重 构 法 ,以 及 利用 地 震 记 录 全 波形 信息 的 基于 物理 地 震 学 的 波动 方程 反 演 法 


7.3.1 矩阵 求 逆 法 


这 是 医学 中 的 CT 技术 用 于 地 震 勘探 的 一 个 方法 .不 过 ,地 震 勘 探 与 医学 毕竟 有 很 大 的 差 
异 。 例 如 ,地 震波 不 是 X 射线 ,频率 要 低 得 多 ,运行 路 径 不 可 能 全 是 直线 ;并 且 , 地 震 勘 探 的 信 
息 采 集 方 式 受 到 很 大 限制 .因此 ,地 震 勘探 中 的 CT 技术 要 比 医学 中 的 CT 技术 困难 得 多 ,但 
二 者 的 基本 原理 是 一 样 的 。 
矩阵 求 逆 法 是 一 种 基于 射线 (几何 地 震 学 ) 的 反 ， 
演 方法 ,首先 ,需要 将 待 研 究 区 域 划分 成 网 格 ( 图 7- 国画 超 
4), 并 假设 速度 函数 v(z,z) 在 一 个 网 格 单元 中 为 常 | | | | 
数 (不 同 网 格 单元 速度 可 不 同 ), 则 运行 时 方程 的 近 | | 
似 表 达 式 为 
As 
t= D2, = 2 As,p; (7-56) 


式 中 心 为 波 沿 第 大 根 射线 运行 的 时 间 ;Ay 为 第 处 根 
射线 在 单元 7 中 所 运行 的 距离 ;w 为 单元 ) 中 的 地 震 


波 速 ;p, 二 二 为 第 j 个 单元 中 的 慢 度 ( 即 速度 的 倒 


数 ), 求 和 实际 上 是 在 被 第 & 根 射线 所 穿 过 的 所 有 单 
元 上 进行 .写成 矩阵 方程 形式 为 

t=Ap (7-57) 
式 中 ,4 为 一 个 (An X jmsx) 的 As 值 矩 阵 , 其 中 An 为 
穿 过 待 研究 区 域 的 全 部 射线 数 ; jms 为 待 研究 区 域 的 图 ?7-4 井 间 层 析 网 格 示意 图 
全 部 单元 数 .4 是 一 个 相对 松散 的 矩阵 ,因为 任何 一 
条 射线 正常 地 只 会 穿 过 研究 区 中 少 部 分 单元 。 

由 式 (7-57) 可 知 ,只 要 和 矩阵 4 建立 了 , 求 它 的 逆 4-', 则 矢量 p 可 以 很 容易 地 求 出 ,因此 各 
单元 中 的 速度 就 可 求 得 ,只 要 将 单元 划分 得 足够 精细 , 求 出 的 速度 值 可 以 允 近 任何 形式 的 速度 
函数 。 

以 上 正 是 医学 CT 矩阵 求 道 法 的 基本 原理 .医学 中 此 问题 可 获 圆满 解决 的 关键 在 于 它 利 
用 的 是 高 频 电磁 波 (X 射线 ) 的 透射 波 ,其 运行 路 径 可 认为 是 一 条 连接 源 点 和 接收 点 的 直线 ,这 
样 ,每 条 射线 路 径 可 以 方便 地 知道 ,矩阵 4 也 就 很 容易 求 出 。 

但 是 ,在 地 震 勘 探 中 利用 的 是 地 震波 。 无 论 是 透射 地 震波 (并 间 地 震 工 作 中 或 垂直 地 和 震 剖 
面 中 ), 还 是 反射 地 震波 (反射 波 法 勘探 时 ) ,其 射线 路 径 都 是 曲线 而 不 是 直线 ;而 且 ,要 知道 身 
线路 径 首 先 必须 知道 地 下 速度 的 分 布 .也 就 是 说 ,要 建立 4 矩阵 以 求 p, 首 先 必须 知道 p; 即 
“对 问题 求解 需要 事先 知道 解 ", 这 就 是 地 震 勘 探 中 利用 矩阵 求 逆 法 反 演 速度 的 困难 所 在 。 

为 此 ,首先 需要 建立 一 个 假设 的 初始 模型 .此 模型 越 接近 真实 情况 越 好 。 在 这 个 初始 模型 
中 进行 射线 追踪 , 求 出 射线 即 可 以 建立 起 矩阵 4。 将 方程 (7-56) 稍 加 改动 , 变 为 

An 一 塌 一 瞄 王 > ArAp， (7-58) 


本 是 哟 国 国 轿 
hb 
是 乞 丁 辆 峡 


旺 
EE 
El 
| 
部 
看 
记 


Eh 
阁 琶 名 关 可 区 
要 局 胞 是 豆 西 





式 中 ,Azs 是 对 初始 模型 的 运行 时 扰动 值 , 即 由 记录 观测 到 的 运行 时 和 由 初始 模型 计算 出 的 运 
行 时 之 差 ;Azp 为 对 初始 模型 的 慢 度 扰动 值 . 则 矩阵 方程 (7-57) 改 为 


Ar 一 4AP (7-59) 
于 是 ,由 4 的 道 4 “就 可 以 求 出 Ap。 然 后 再 对 初始 模型 各 单元 中 的 慢 度 进行 修正 
P 和 一 Pia ap (7-60) 


得 到 一 个 修改 过 的 新 模型 ;再 追踪 射线 ,建立 新 的 矩阵 4, 求 逆 , 又 可 得 到 新 的 修正 值 ,此 过 程 
可 以 反复 迭代 多 次 ,直到 达到 人 们 事先 给 定 的 精度 为 止 。 

由 于 地 震 勘 探 的 对 象 是 地 下 介质 ,目标 很 大 ; 当 要 求 计算 的 速度 函数 精度 稍 高 时 ,网 格 应 
比较 精细 。 这 样 ,kw。 和 jm 在 实际 处 理 中 就 可 能 相当 大 。 如 此 大 的 矩阵 求 逆 工 作 不 仅 计算 工作 
量 十 分 惊人 ,有 时 甚至 达到 不 可 容忍 的 程度 ;而 且 在 计算 方法 上 也 十 分 困难 ,精度 难以 达到 和 需 
望 的 要 求 , 因 此 ,发 展 了 代数 重 构 技 术 。 


7.3.2 代数 重 构 技术 


代数 重 构 技术 是 目前 应 用 较 广 、 效 果 较 好 的 一 种 方法 , 它 既 保留 了 和 矩阵 求 逆 法 中 对 射线 的 
考 左 比较 灵活 ,不 局 限于 直射 线 的 优点 ,又 克服 了 和 矩 阵 求 道 法 计算 速度 太 慢 的 缺点 。 

与 矩阵 求 逆 法 一 样 ,代数 重 构 技 术 也 是 迭代 地 求解 前 述 矩 阵 方程 ,修改 模型 ,追踪 射线 ,再 
求解 ,再 修改 ,…, 直 到 达到 规定 的 精度 为 止 ,唯一 的 区 别 在 于 对 迭代 解 的 寻求 上 。 

设 第 9 次 迁 代 时 第 人 条 射线 的 路 径 已 追踪 出 来 , 则 矩阵 4 中 元 素 A (j= 二 1,2,…, jr) 全 
部 可 求 出 。 根 据 式 (7-56) 可 以 算出 第 9 次 迭代 时 第 条 射线 的 计算 运行 时 #4 = 2) 4 ,运行 
时 扰动 值 应 为 既 一 六。 由 此 扰动 值 求 慢 度 扰动 值 时 ( 即 第 "十 1 次 迭代 值 )， 不 是 求 矩 阵 4 的 逆 ， 
而 是 简单 地 用 一 个 加 权 因 子 与 运行 时 扰动 值 相 乘 , 即 

Ap 1 一 加 + 一 加 一 Cu (是 一 丰 ) 一 CA (7-61) 
式 中 加 权 因 子 G = Aw/ 2 4 所 以 


pr =p + A, 5 (7-62) 





这 样 对 p; 进行 修正 比 矩阵 求 逆 要 简单 得 多 , 它 只 涉及 与 第 & 条 射线 有 关 的 量 ; 若 某 个 单元 不 
被 第 4 条 射线 切割 , 则 A 二 0,p,; 值 不 变 ; 即 使 对 于 4 天 0 的 那些 单元 来 说 ,修正 pj 仅 是 十 分 
简单 的 一 次 乘法 和 一 次 加 法 。 

这 样 修正 的 物理 意义 在 于 : 沿 某 条 射线 算出 的 运行 时 扰动 值 重新 沿 此 射线 分 配 回去 ,分 配 
的 比例 按 射 线 在 单元 中 运行 的 距离 而 定 ; 射 线 在 某 单元 中 运行 的 距离 越 长 ,说 明 此 单元 对 运行 
时 扰动 的 影响 越 大 ,因此 分 配 的 比例 就 越 多 。 反 之 则 越 少 。 

另外 ,者 将 修正 后 的 结果 代 人 原 式 计 算 射 线 运 行 时 ,可 得 


2 4op == 2 hp 十 2 An. » A (te es 0)/ 2 A 一 此 十 ( 硅 一 HN) = (7-63) 


即 第 人 条 射线 的 逼近 在 第 9 次 送 代 后 可 以 得 到 满足 。 
当然 ,由 于 和 矩阵 4 应 随 迭 代 过 程 的 修改 而 修改 ,与 迭代 算出 的 p; 还 有 密切 关系 ,因为 p， 
的 修正 还 受 其 他 多 种 因素 的 制约 ; 故 仍 需 多 次 反复 迭代 才能 达到 必要 的 精度 , 即 根据 式 (7-62) 
算出 p 后 ,在 新 的 速度 场 中 再 进行 射线 追踪 ,重复 前 述 过 程 ,直到 达到 精度 为 止 . 不 过 ,由 上 述 
分 析 可 以 看 出 ,这 种 迭代 收 全 将 会 十 分 快 , 故 这 种 修正 方法 不 失 为 一 种 既 方便 、 又 合理 的 方法 ， 
132 





计算 效率 大 为 提高 。 

在 代数 重 构 技 术 中 ,如何 构 组 新 的 向 量 是 需要 技巧 的 ,例如 平滑 、 约 束 等 都 是 常用 的 技 马 。 
技巧 的 不 同 会 使 迭代 的 效率 和 结果 的 可 接受 程度 大 不 相同 。 在 这 方面 已 经 发 展 出 相当 多 的 算 
法 ,这 里 就 不 一 一 著述 了 .由 前 述 方法 可 知 ,无 论 是 矩阵 求 逆 还 是 代数 重 构 法 ,都 是 在 非 线 性 反 
演 问题 线性 化 计算 中 所 使 用 的 方法 。 


7.3.3 伯 恩 近似 波动 方程 反 演 


前 述 两 种 反 演 方法 都 是 基于 射线 的 方法 , 即 几 何 地 震 学 方法 .近年 来 ,在 物理 学 和 应 用 数 
学 反 演 理论 中 广泛 应 用 的 广义 反 演 散射 理论 也 逐渐 引 人 和 到 地 震 勘探 中 ,其 中 用 得 最 多 的 是 伯 
恩 近 似 波动 方程 反 演 。 

在 一 定 条 件 下 (例如 水 平均 匀 地 球 模型 和 去 炮 检 距 观 测 系统 ), 非 均匀 介质 中 的 弹性 波动 
方程 可 以 简化 为 如 下 形式 的 声波 方程 


2 


> 
V In plryr,;t)=0O(r—r,)0(t) (7-64) 


式 中 ,plr,r,;t) 为 压力 波 函 数 ;v(7) 为 声波 束 ;r 和 x 分别 为 波 场 点 位 置 矢量 和 源 点 位 置 失 量 ， 
源 点 位 于 地 面 .所 谓 波动 方程 反 演 就 是 由 在 待 研究 区 域 的 地 表 得 到 的 波 场 值 来 重 构 地 下 速度 
结构 v(r) 的 一 个 过 程 。 

假设 vw(r) 随 r 的 变化 是 缓慢 的 , 则 可 将 它 视 为 由 一 个 常数 参考 速度 和 一 个 修改 扰动 项 组 
成 , 即 


77 一 次 [1 一 a(r)] (7-65) 
将 式 (7-65) 代 入 式 (7-64) 得 

{Y7: 一 直 [ 一 sr] 和 | pr rt) Cr—r) 30) (7-66) 
在 此 方程 两 边 对 时 间作 传 立 叶 变换 ,有 

{7+ 和 [le(n) Br re) =8(r—r,) (7-67) 
式 中 ,P(r,r;w) 为 pCr,r,3t) 对 时 间 +t 的 傅立叶 变换 ;w 为 圆 频率 ,这 是 一 个 在 量子 力学 中 广 为 
应 用 的 薛 定 请 类 型 的 方程 。 

求解 微分 方程 (7-67) 可 以 化 为 求解 下 述 所谓 李 普 曼 -施文 格 积分 方程 的 问题 
plryr,;w) = polr,r,;w) 十 [Bcrsr'so) Sar) Br ,TW) dr (7-68) 


式 中 polr,r,;w) 是 常数 参考 速度 介质 中 的 格林 函数 , 它 满足 方程 
| 十 每 | 加 (rr 四 一 Sr 一 nm) (7-69) 


并 且 取 由 r, 到 +r 的 向 外 运行 的 球面 波 解 , 同 样 ,polr,r';w) 也 是 格林 函数 , 且 取 由 xr' 到 7 的 向 外 
运行 的 球面 波 解 . 故 有 


一 | 一 六 | 
exp dr "| 


Per sritw) py (7-70) 
、 ,exp|i lr—r || 
和 polryr' jw) 一 一 - 





PE T=7ZT (7-71) 
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积分 方程 (7-68) 的 物理 解释 是 这 样 的 , 即 全 部 波 场 户 是 常数 参考 速度 介质 中 的 波 场 户 与 
散射 波 场 p, 之 和 ,其 中 ,散射 波 场 
p, 一 | Bsr ;w) 人 or ) polr ,r,sw)dr (7-72) 
是 由 于 对 参考 速度 的 扰动 引起 的 。 
如 果 采 用 冠 级 数 的 形式 ,从 po 开始 依次 迭代 地 计算 p, 则 有 
p= po p,= po JBocrr ;w) ar ) Bor ,ry w) dr 


~ 2 Np 2 
+ | Brsr'sw) Salr) (Bo rio) Salr Bor, r,sw)dr’ + » 
vs Uo 


,| 
| 
po p, 十 p, 十 。.. (7-73) 


忽略 掉 第 二 项 以 后 的 所 有 项 ,得 到 近似 式 
"yy ~ Aw Aw Aw 2 Av 
Ppot p= po | Barr'so) ar) Polr' sr,;w) dr (7-74) 
0 


这 是 关于 资料 p 和 模型 参数 a 之 间 的 一 个 线性 关系 。 伯 恩 1926 年 首先 将 此 近似 式 用 于 原子 物 
理 的 散射 问题 , 故 称 为 伯 恩 近似 。 
求解 式 (7-74) 伯 恩 近 似 积分 方程 有 很 多 方法 ,由 于 所 用 的 数学 推导 都 十 分 繁杂 ,这 里 就 不 
一 一 介绍 了 , 仅 给 出 一 个 比较 常用 的 结果 。 
在 炮 检 点 重合 的 情况 下 ,利用 沿 地 面 在 点 处 观测 到 的 一 系列 散射 波 场 值 P,(8,5;z) ,可 
以 求 出 地 下 速度 扰动 的 分 布 
a(x,z) = Ee | dt| dk| dk | dr dt 
*» ko(T — tr)p (ECst)exp{2i[ ki (ro— EC) 一 Az] 十 ior) (7-75) 
式 (7-75) 的 求 得 还 要 求 观测 点 连 成 的 线 ( 即 测 线 ) 为 一 条 直线 。 
显然 ,由 p, 求解 a 只 需 作 若 干 次 振幅 加 权 后 的 傅立叶 变换 ,十 分 简单 。 
求 出 扰动 项 后 ,可 用 
v(T,2)=v [1—a(r,2)] -2 (7-76) 
求 出 介质 速度 的 分 布 。 
虽然 波动 方程 反 演 散射 目前 还 仅 限于 一 维 反 演 , 且 炮 检 距 也 只 能 是 零 的 情况 ,但 它 很 有 发 
展 前 途 , 有 可 能 用 于 多 维和 非 零 炮 检 距 ,目前 已 有 这 方面 的 不 少 探讨 ,而 且 , 参 考 速度 介质 也 有 
可 能 利用 变速 介质 。 应 当 注 意 的 是 ,由 式 (7-73) 忽 略 高 次 散射 场 之 后 得 到 近似 式 (7-74) 实 际 上 
就 是 一 个 由 非 线性 近似 为 线性 的 问题 ,也 就 是 线性 化 反 演 。 由 此 可 以 看 出 地 震波 传播 中 造成 非 
线性 问题 的 主要 原因 是 高 次 散射 项 。 


》7.4 其 他 地 震 反 演 


地 震 勘 探 中 除 上 述 反 演 问题 外 ,还 有 许多 其 他 的 反 演 问题 ,例如 吸收 系数 反 演 ,AVO 
(Amplitude Verse Offset) 反 演 等 ,甚至 常规 地 震 资料 处 理 中 的 一 些 问题 也 可 以 用 反 演 方法 解 
决 , 如 静 校 正 问题 . 因 吸 收 系数 等 的 反 演 与 速度 . 波 阻抗 ,反射 系数 反 演 一 样 ,属于 物理 参数 反 
演 , 所 用 的 方法 与 之 类 似 , 而 AVO 反 演 以 及 作为 反 演 的 静 校 正 问题 与 物性 参数 反 演 相差 较 
大 , 故 下 面 仅 对 后 者 作 一 简介 。 

134 


7.4.1 AVO 反 演 


所 谓 AVO 即 在 共 反 射 点 道 集 上 研究 地 震 反 射 波 振 幅 随 炮 检 距 的 变化 ,以 估计 地 下 岩石 
的 弹性 参数 (主要 是 泊 松 比 ), 岩 性 和 了 和 孔 孙 充填 物 ( 油 、 气 等 )。 

众所周知 ,在 平 界面 假设 下 , 共 反 射 点 道 集 中 各 道 反射 波 来 自 同 一 反射 点 ,但 人 射 角 ( 或 反 
射 角 ) 不 同 . 反 射 系数 既 与 人 射 角 有 一 定 关 系 , 又 与 界面 上 .下 介质 的 物理 性 质 密切 相关 。 反 射 
波 振 幅 与 反射 系数 成 正比 ,因此 ,人 研究 反射 波 振幅 随 炮 检 距 的 变化 关系 首先 要 人 研究 反射 系数 与 
人 射 角 和 界面 上 、 下 介质 物理 性 质 之 闻 的 关系 ,通常 ,这 一 关系 由 著名 的 Zoeppritz 方程 表示 。 
但 该 方程 形式 过 于 复杂 ,实践 中 难以 使 用 , 故 许多 学 者 提出 了 不 同 的 简化 近似 式 ,其 中 以 
Shuey(1985) 提 出 的 简化 式 最 为 常用 ， eS 











R(0) Ro+| 4。 Rt oy E sin Ls Cand aind) (7-77) 
2 2 v, 
二 Av, 
式 中 Rom 了 让 十 于 | 
Avp 一 Vp, 一 VA， 
vp= (vp, vp )/2 
es 
p=(P; 十 Pp1)/2 
1 
0 一 (az 十 ol)V2 
四 1 一 20 Avp/vVp 
4 1— B= Av,/vs + AP/P 


由 式 (7-77) 可 以 看 出 ,R(0) 由 三 个 近似 独立 的 项 组 成 : 

(1) 法 线 人 射 项 Ro, 它 是 V, 和 e 的 变化 率 的 平均 值 。 

(2) 适 中 人 人 射 角 项 (0 二 0 二 30"), 此 时 R 与 介质 泊 松 比 密切 相关 ,此 范围 即 我 们 研究 振幅 
随 炮 检 距 变化 的 主要 区 域 .。 

(3) 广 角 反 射 项 ,此 时 R 仅 与 速度 变化 率 有 关 ，。 

一 般 考 虑 0 二 30°" 的 情况 ,此 时 第 三 项 可 忽略 , 式 (7-77) 可 进一步 简化 为 


R(0)R,+ 4uR, 十 让 2 sin*0= P+Gsin’0 (7-78) 


由 此 可 以 看 出 ,反射 系数 R 与 sin?0 近似 地 成 线性 关系 ,其 截 距 P 为 法 线 人 射 反 射 系数 ,斜率 
与 泊 松 比 有 关 。 
若 0 更 小 ,可 认为 0O=sin0, 则 有 
R(O)=Ro(C1I 十 403) 和 


式 中 4 一 A 十 二 二 zi 内 ,这 是 一 个 抛物 线 , 故 称 之 为 抛物 线 近似 。 


综 上 所 述 可 知 ,对 于 反射 系数 随 入 射 角 ( 或 反射 振幅 随 炮 检 距 ) 的 变化 而 言 ,上 、 下 介质 的 

泊 松 比 起 着 重要 作用 ,因此 可 以 利用 在 共 反 射 点 道 集中 反射 振幅 随 炮 检 距 的 变化 求 取 泊 松 比 。 

目前 已 有 好 多 种 反 演 方法 可 以 进行 求 取 泊 松 比 的 工作 。 其 工作 分 两 部 分 ,一 部 分 是 对 实际 

资料 的 预备 处 理 , 即 通过 各 种 保持 振幅 ,恢复 振幅 的 处 理 ,消除 一 切 与 反射 系数 无 关 的 影响 振 

幅 的 因素 ,使 实际 的 共 反 射 点 道 集 上 的 反射 振幅 只 与 反射 系数 有 关 ; 另 一 部 分 是 根据 解释 结果 
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设计 模型 ,应 用 某 一 种 方法 计算 该 模型 上 包含 炮 检 距 因 素 的 合成 记录 道 集 ,分 别 定量 提取 合成 
记录 上 及 实际 记录 上 振幅 随 炮 检 距 的 变化 量 并 进行 比较 ,修改 模型 参数 直至 达到 二 者 数据 拟 
合 为 止 , 此 时 的 模型 参数 就 是 要 求 的 弹性 参数 .不 同 的 方法 仅 在 正 演 计算 上 ,或 修改 、 拟 合 的 方 
式 上 有 所 不 同 而 已 。 

一 种 比较 简单 而 常用 的 方法 是 利用 Shuey 近似 式 进行 计算 、 比 较 。 其 流程 图 如 图 7-5 所 示 。 


输入 初始 猜测 什 经 预备 处 理 的 
Vpspo 的 实际 资料 
用 Shuey 近 似 式 计算 的 由 实际 资料 提取 的 
理论 振幅 - 炮 检 距 曲 线 振幅 - 炮 检 既 曲 线 


ce 一 
本 村 -一 一 
1 









图 7-5 Shuey 近似 式 模拟 简单 框图 


男 一 种 称 为 SLIM 的 岩 性 模拟 方法 是 利用 Shuey 近似 式 , 分 两 步 进行 .首先 对 实际 共 反 射 
点 道 集 资料 进行 预备 处 理 , 得 到 反射 振幅 只 与 反射 系数 有 关 的 AVO 资料 ;然后 对 这 种 资料 上 
的 各 采样 值 进行 线性 拟 合 ,由 前 述 可 知 , 反 射 系数 与 8 或 sin26 成 线性 关系 。 这 种 拟 合 可 以 得 到 
两 种 信息 : 截 距 已 和 斜率 G。. 沿 测 线 每 个 共 反 射 点 得 到 的 截 距 PP 组 成 P 波 合 加 剖面 ,而 斜率 G 
则 组 成 梯度 登 加 剖面 C。 对 梯度 登 加 剖面 进行 运算 可 以 得 到 S 波 秋 加 剖面 .SLIM 反 演 就 是 以 
这 两 个 剖面 为 标准 进行 反 演 的 首先 由 其 他 资料 提出 初始 P 波 模型 (包括 v。 和 p), 正 演 计 算 
垂直 路 径 的 合成 记录 ,将 它 与 实际 P 波 公 加 剖面 相 比 ,不 符合 则 修改 模型 直至 得 到 最 终 的 P 
波 v,、Pp。 这 是 第 一 步 P 波 SLIM 过 程 ,然后 再 根据 wv, 值 为 v, 值 一 半 的 假设 提出 w 的 初始 模 
型 .由 vw, 初始 模型 正 演 计算 合成 记录 .将 S 波 合成 记录 与 5 波 倒 加 剖面 相 比 较 , 不 断 修改 模 
型 ,最 终 得 到 S 波 的 v,。 根 据 v, 和 zw 可 以 算出 泊 松 比 c。 图 7-6 就 是 SLIM 岩 性 模拟 的 简单 框 
图 。 


[这 本 总 侧面 ] 





图 7-6 SLIM 岩 性 模拟 简单 框图 
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也 可 以 利用 最 大 似 然 的 方法 求 反 演 解 , 即 
Am 一 |CIG 十 csCa | 'G'Ad (7-80) 
式 中 Ad 为 数据 变化 量 ( 即 实际 记录 振幅 与 理论 合成 记录 振幅 之 差 ) 矢 量 ,Am 为 模型 参数 变化 
量 ( 即 对 初始 泊 松 比 c 模型 的 修改 量 ) 矢 量 ,G 为 灵敏 度 和 矩阵 或 称 Frechet 微分 矩阵 ,ov 为 数据 
中 噪声 的 方差 ,Cu 为 先 验 模 型 协 方 差 矩 阵 。 通 过 给 出 初始 模型 ,然后 不 断 反 复 迭 代 可 得 到 最 终 
o 值 。 


7.4.2 作为 反 演 的 静 校 正方 法 


静 校 正 是 地 震 资料 处 理 中 的 一 种 常规 方法 。 它 主要 是 消除 地 表 ,、 近 地 表层 异常 对 地 震 反 射 
波 旅行 时 的 影响 ,使 炮 点 和 检 波 点 处 于 同一 基准 面 上 ,在 一 个 共 反 射 点 道 集中 ,来 自 同 一 反射 
点 的 反射 波 旅 行 时 变化 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 为 因 炮 检 距 不 同 引 起 的 双 曲 线 旅行 时 变化 , 它 由 
动 校正 处 理 去 掉 , 男 一 部 分 由 地 表 及 近 地 表 异常 引起 , 它 由 静 校正 完成 .这 两 部 分 旅行 时 变化 
都 消除 后 , 道 集 中 各 道上 来 自 同一 反射 点 的 反射 波 旅行 时 就 完全 一 样 了 ,通过 个 加 可 以 加 强 反 
射 波 ,压制 干扰 。 

常规 静 校 正方 法 除了 通过 对 野外 了 解 的 地 形 、 近 地 表层 厚度 、 速 度 资料 进行 计算 的 野外 静 
校正 之 外 ,一 种 称 为 镜 余 静 校 正 的 方法 是 针对 动 校正 之 后 的 共 反 射 点 道 集 进 行 的 .此 时 各 道上 
的 时 间 变 化 完全 由 近 地 表 因素 引起 。 通 过 互相 关 的 方法 提取 道 与 道 之 间 的 时 差 At ,建立 方程 

Atj=s+r; (=1,2,,7) (j=1,2,.,)) CRI 

然后 用 最 小 平方 的 方法 解 方程 将 此 时 差 Azij 分 解 为 炮 点 静 校 正 量 ;,; 和 检 波 点 静 校正 量 x,, 即 得 
到 需要 的 静 校正 值 . 这 在 静 校 正 量 较 小 ,噪声 干扰 较 小 时 是 完全 可 行 的 。 若 静 校 正 量 较 大 ,噪声 
干扰 很 大 , 则 用 互相 关 方 法 求 出 的 各 道 间 时 差 就 不 准确 ,结果 会 造成 静 校正 不 正确 ,为 此 ,提出 
了 用 反 演 观点 解决 静 校正 问题 的 方法 。 

用 反 演 的 方法 解决 静 校 正 问题 的 思想 建立 在 这 样 一 个 基本 事实 的 基础 上 :因为 共 反 射 点 
道 集 已 经 过 动 校正 ,影响 反射 波 旅行 时 差 的 只 有 各 炮 、 检 点 静 校正 量 , 静 校正 做 好 了 则 各 道 旅 
行 时 一 致 , 登 加 效果 必然 好 。 所 以 最 终 求 得 的 炮 点 静 校 正 量 和 检 波 点 静 校 正 量 应 当 是 使 释 加 剂 
面 的 能 量 ( 振 幅 的 平方 和 ) 达 到 最 大 的 那些 值 .因此 ,我 们 有 反 演 的 目标 函数 : 叙 加 能 量 E(s， 
r), 即 

Es,r) 一 2 2 ande) + sy h) 十 六 CD) (7-82) 


式 中 dw(1) 表 示 在 炮 检 中 点 y 和 炮 检 距 h 坐标 内 的 动 校正 后 的 地 震 道 , 炮 点 坐标 i 和 检 波 点 坐 
标 j 与 y 之 间 有 如 下 关系 : 
(一 | 一 
3 一 《人 7 十 二 /2 
此 时 欲求 的 模型 参数 为 炮 点 静 校 正 量 * 和 检 波 点 静 校 正 量 7j。 改 变 s; 和 可 以 变化 EE, 使 之 达 
到 极 大 即 得 到 最 终结 果 。 
可 以 使 用 线性 反 演 的 方法 或 非 线性 反 演 的 方法 解决 这 一 问题 .使 用 线性 反 演 方法 在 静 校 
正 量 大 于 一 个 周期 时 可 能 存在 问题 ,而 非 线性 反 演 方法 就 不 存在 这 一 限制 一般 采用 模拟 退火 
法 或 遗传 算法 均 可 以 很 好 地 解决 这 一 问题 。 


(7-83) 


思考 题 与 习题 

1. 从 反 演 的 观点 来 看 地 震 资料 数字 处 理 , 模 型 参数 是 什么 ?资料 是 什么 ? 正 演 关系 是 什么 ? 
为 什么 属于 线性 反 演 ? 

2. 反 裙 积 中 为 什么 要 加 入 白 噪声 ? 


3. 波 阻 抗 反 演 的 模型 参数 是 什么 ?资料 是 什么 ? 正 演 关 系 是 什么 ?属于 线性 还 是 非 线 性 反 
演 ? 


4. 速度 反 演 的 模型 参数 是 什么 ?资料 是 什么 ? 正 演 关系 是 什么 ?属于 线性 还 是 非 线 性 反 演 ? 
5. 为何 地 震 CT( 速 度 反 演 ) 比 医学 CT 更 为 复杂 ? 


138 


地 信 网 论坛 


已 已 .SS..3 了 SCOTT C CDOT 


参考 文献 


陈 丽 英 . 电 测 深 曲 线 的 阻尼 最 小 二 条 反 演 . ( 电 法 勘探 文集 ) 北 京 : 地 质 出 版 社 . 1986 

傅 淑 芳 . 朱 仁 益 . 地 球 物理 反 演 问题 . 北京 :地 震 出 版 社 . 1997 

何 昌 礼 . 解 病态 方程 组 的 奇异 值 分 解法 与 应 用 . 武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 . 1990 

何 樵 登 、 熊 维 纲 . 应 用 地 球 物 理 教程 一 一 地 震 勘 探 . 北京 :地 质 出 版 社 . 1991 

何 侃 宝 等 . 地 球 物理 反问 题 中 的 最 优化 方法 (上 、 下 册 ). 北京 :地 质 出 版 社 .1980 

黄 有 度 等 .和 矩阵 理论 及 其 应 用 . 合肥 :中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 . 1995 

李 琪 . 物探 数值 方法 导论 .北京 :地 质 出 版 社 . 1991 

李 志 聘 .煤田 电 法 勘探 - 徐州 :中国 矿业 大 学 出 版 社 . 1990 

刘 天 佑 . 重 磁 异 常 反 演 理 论 与 方法 .武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 . 1992 

案 文 贵 . 地 球 物 理 中 的 反问 题 . 北京 ;科学 出 版 社 . 1989 

岁 延 钟 、 张 桂 青 . 电子 计算 机 在 电 法 勘探 中 的 应 用 . 武汉 :武汉 地 质 学 院 出 版 社 . 1987 

马 在 田 等 . 计算 地 球 物理 学 概论 . 上海 :同济 大 学 出 版 社 . 1957 

万 乐 、 罗 延 钟 . 双 极 源 CSAMT 法 的 一 维 反 演算 法 . (勘查 地 球 物 理 勘 查 地 球 化 学 文集 .第 20 集 ) 

王家 映 .石油 电 法 勘探 . 北京 :石油 工业 出 版 社 . 1992 

王家 映 . 地 球 物理 反 演 理论 . 武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 . 1998 

解 可 新 等 . 最 优化 方法 . 天 津 :天 津 大 学 出 版 社 . 1997 

谢 靖 . 地 球 物 理 正 反 演 问题 近代 数学 方法 . 长 春 :吉林 科学 技术 出 版 社 . 1989 

杨 文 采 . 地 球 物理 反 演 的 理论 与 方法 . 北京 :地质 出 版 社 . 1997 

姚 文 研 . 电 测 深 数值 计算 和 解释 入门 .北京 :地 震 出 版 社 . 1989 

姚 姚 等 . 地 震 勘 探 新 技术 与 新 方法 .武汉 :中国 地 质 大 学 出 版 社 . 1991 

姚 姚 . 蒙特 卡 洛 非 线 性 反 演 方法 及 应 用 . 北京 :冶金 王 业 出 版 社 -1997 

彰 亚 湘 、 孙 文 瑜 . 最 优化 理论 与 方法 . 北 就; 所 出 版 祝 I 观 1 位 坛 

A.A. 考 夫 曼 .G.V. 凯 勒 著 , 王 建 谋 译 . 频率 域 和 价 稍 域 认 继 铀 洪 :( 北 响 ;地质 出 版 社 . 1987 

Albert Tarantola. 张 先 康 等 译 . 反 演 理 论 一 一 数据 拟 合 与 模型 参数 估算 方法 . 北京 :学 术 书 刊 出 版 社 . 1989 

Holland ,J. H. Adaptation in natural and artificial system ,University of Michigan Press. 1975 

Kirkpatrich,S. ,Gelatt,C. D, ,Jr. ,and Vecchi, M. P. Optimization by simulated annealing. Science, 1983, 220 
《4598) :1 087~ 1 092 

1 Hatton 等 . 姚 姚 译 . 偏 移 、 反 演 、 层 析 . 石油 物探 译 从 ,1987,(4): 40 一 52 

William Menke. 王 明 光 ,楼 海 译 . 地 球 物理 数据 分 析 一 一 离散 反 演 理论 . 北京 ;地质 出 版 社 . 1988 


139 


顶级 的 地 质 论 坛 http://bbs.3s001.com/ 


